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OCH, 广东 工业 大 学 数学 系 教授 . 福建 永春 人 , 北京 大 学 数学 力学 系 本 科 毕 
业 , 北京 师范 大 学 概率 论 与 数理 统计 专业 硕士 毕业 . 1981 一 1993 年 在 沈阳 东北 工学 
Be ( 现 东 北大 学 ) 数学 系 任 讲师 、 副 教授 , 其 中 1990 年 在 法 国 巴 黎 第 六 大 学 概率 统 
EREN. 1993 年 调 入 广东 工业 大 学 数学 系 , 1995—2003 年 任 广东 工业 大 学 研 
究 生 处 处 长 , 曾 多 年 担任 广东 省 数学 会 常务 理事 , 现任 广东 省 工业 与 应 用 数学 学 会 
副 理 事 长 . 

在 大 学 主要 从 事 教 学 和 科研 工作 , 研究 马尔 可 夫 过 程 和 分 形 几 何 , 多 年 来 发 表 
论文 40 Ra (包括 与 别人 合作 ), 主要 出 版 物 有 以 下 儿 部 : 

(1)《 分 形 理论 与 分 形 的 计算 机 模拟 》( 东 北大 学 出 版 社 , 1993 年 初版 , 2001 年 修 
订 版 , 与 王 问 阳 等 合作 编著 ); 

(2)《 分 形 、 小 波 与 图 像 压 缩 》( 东 北大 学 出 版 社 , 2002 年 出 版 , 与 文 有 为 合作 编 
#); 

(3)《 分 形 几 何 数学 基础 及 其 应 用 》( 第 1 版 )( 译 著 , BE : 法 尔 科 内 原 
著 , 东北 大 学 出 版 社 , 1991 年 出 版 ); 

(4)《 分 形 几 何 中 的 技巧 》( 译 著 , AE . 法 尔 科 内 原著 , 东北 大 学 出 版 社 , 1999 
年 出 版 ). 
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16 年 前 , 当 《 分 形 几 何 数学 基础 及 其 应 用 》 第 1 版 中 译本 在 国内 刚 出 版 
时 , 国内 了 解 分 形 理论 及 其 应 用 的 学 者 还 很 少 . 而 今天 , 多 数 大 学 的 数学 系 已 经 开设 
了 '“ 分 形 儿 何 ” 课 , 涉及 复杂 图 形 处 理 的 相当 多 的 科研 领域 也 用 到 了 分 形 这 个 工具 . 

分 形 理 论 及 其 应 用 已 经 在 中 国 迅速 地 传播 与 发 展 . 除了 因为 曼 德 伯 罗 德 (B. 
Mandelbrot) 的 创新 思想 已 经 得 到 广泛 认同 以 外 , 还 有 另外 一 件 事 功 不 可 没 , 那 就 是 
肯 尼 思 :法 尔 科 内 著 的 《分 形 几 何 数学 基础 及 其 应 用 》 一 书 及 其 中 译本 的 出 
版 ! 十 几 年 来 , 很 多 人 都 是 在 这 本 书 的 引导 之 下 , 进入 了 分 形 这 个 新 的 有 趣 领 域 . 据 
这 本 书 的 译 者 说 , 这 些 年 来 , 经 过 他 们 售 出 或 帮助 购买 的 中 译本 就 不 下 干 册 , 由 此 可 
SLB. 读者 对 该 书 的 需求 量 是 非常 大 的 , 作为 一 本 数学 方面 的 专著 , 能 有 这 么 大 
的 销量 (有 关 部 门 指定 的 教材 除外 ) 是 少见 的 . 

为 什么 这 本 书 这 么 受 欢迎 呢 ? 主要 是 因为 分 形 这 个 学 科 方 向 十 分 吸引 人 . 它 新 
颖 、 涉 及 面 广 旦 有 深刻 的 内 容 和 方法 , 它 有 比较 广泛 的 实际 应 用 前 景 , 而 且 在 纯粹 
数学 中 (例如 奇 点 理论 ) 也 有 深刻 的 应 用 . 这 本 书 叙 述 深 刻 、 全 面 、 可 读 性 强 , 也 是 一 
个 很 重要 的 原因 . 作者 以 他 对 分 形 思 想 的 深刻 理解 为 基础 , 在 书 中 提供 了 对 分 形 数 
SAAN) MAAS ARACHIS, 并 相当 全 面 地 介绍 了 应 用 前 景 . 每 个 论题 都 
包含 了 必要 的 背景 资料 , 在 严格 的 理论 论证 基础 上 , 再 通过 例子 及 图 形 加 以 清晰 地 
解释 和 说 明 . 其 中 既 有 先进 计算 机 技术 的 支持 , 也 有 相关 的 注 记 和 较 详尽 的 参考 资 
料 . 从 而 为 读者 提供 了 一 个 可 以 对 理论 及 理论 的 进一步 应 用 进行 深入 探讨 的 园地 . 
这 本 书 的 这 些 优点 , 使 之 成 为 国内 许多 高 校 开 设 分 形 课 的 基本 教材 以 及 一 些 学 者 和 
技术 人 员 在 这 方面 的 基本 参考 书 . 

但 是 , 毕竟 这 本 书 第 1 版 已 经 出 版 了 十 几 年 , 分 形 理论 也 有 了 进一步 的 长 足 发 
E. 为 了 让 读者 了 解 最 新 的 分 形 理 论 , 肯 尼 思 : 法 尔 科 内 在 2003 年 适时 地 推出 了 该 
书 的 第 2 版 . 在 这 个 新 版 本 中 , 作者 在 第 1 版 的 基础 上 主要 做 了 两 方面 的 工作 , 按 
作者 的 话 来 说 是 :“ 阐 明了 关于 分 形 几 何 的 一 些 新 的 进展 , 同时 为 进一步 深入 阅读 
提出 了 相应 的 注 记 和 建议 . 其 次 , 把 更 多 的 注意 力 放 在 那些 把 本 书 作为 教材 的 学 生 
们 的 需要 上 , 增加 一 些 细 节 帮 助理 解 , 同时 包含 一 些 有 助 于 进一步 理解 的 练习 .” 实 
mE, 书 中 的 改动 还 是 比较 大 的 , 每 一 章 各 节 都 多 少 有 些 修 正和 调整 , 叙述 方式 也 有 
些 变化 . 特别 是 , 第 17 章 基 本 是 重 写 , 第 14 章 和 第 18 章 增 加 了 不 少 近 年 来 分 形 理 
论 的 新 结果 . 作者 还 为 本 书 提供 了 “课程 建议 ”, 这 些 努 力 对 广大 读者 , 尤其 是 对 那 
些 将 要 学 习 分 形 的 人 , 无 疑 是 个 福音 . 

人 民 邮 电 出 版 社 图 灵 公 司 获得 了 本 书 第 2 版 中 文 版 的 出 版 授权 ， 委托 曾 文 曲 教 授 
重 译 此 书 . 我 十 分 赞赏 图 灵 公 司 的 努力 , 也 很 高 兴 能 再 次 看 到 曾 文 曲 翻译 肯 尼 思 . 法 尔 
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科 内 的 书 .他 在 翻译 中 常 与 原 书 作者 进行 多 方面 的 沟通 , 而 且 他 的 数学 功底 深厚 , 文 
笔 流畅 , 使 得 这 一 版 中 译本 的 翻译 质量 比 以 前 更 高 , 这 更 有 助 于 本 书 的 读者 理解 书 
中 的 内 容 . 在 此 , 我 祝愿 本 书 对 分 形 几 何在 中 国 的 发 展 起 更 大 的 作用 |! 


Prt 
2006 # 11 A 11 A 
于 北京 师范 大 学 数学 科学 学 院 


TR TE E IN 


对 于 标准 的 分 形 几 何 教程 , 本 书 所 包含 的 材料 太 多 了 . 根据 所 需要 的 侧重 点 , 可 


以 合理 地 选择 本 书 适当 的 章节 , 作为 本 科 生 或 研究 生 的 教材 


作为 数学 系 学 生 的 课程 , 可 以 选用 如 下 章节 . 

(a) 数学 基础 

1.1 集合 论 基 础 ， 1.2 函数 和 极限 ; 1.3 测度 和 质量 分 布 . 

(b) 计 盒 维 数 

3.1 计 盒 维 数 ; 32 计 盒 维 数 的 性 质 . 

(c) AA FM EAE 

2.1 之 斯 多 夫 测 度 2.2 seeps RAW: 2.3 ” 察 斯 多 夫 维 数 的 计算 ; 4.1 it 


算 维 数 的 基本 方法 . 


子 . 


(d) ERAK R 
9.1 迭代 函数 系 ; 9.2 上 自 相 似 集 的 维 数 ; ”9.3 一些 变化 ; 10.2 连 分 数 例 


(e) 函数 的 图 

11.1 图 的 维 数 , 包括 维尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 函数 和 目 仿 射 图 . 

(f) 动力 系统 

13.1 太子 与 迭代 函数 系 ; 13.2 逻辑 斯 说 映射 . 

(g) 复 变 函数 的 迭代 

14.1 Julia 集 一 般 理论 梗概 ; 14.2 Mandelbrot 集 ; 14.3 二 次 函数 的 Julia 
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经 常 有 人 问 我 这 样 的 问题 : 什么 是 分 形 ? 什么 是 分 形 的 维 数 ? 如 何 求 得 分 形 维 
数 , 它 能 告诉 我 们 什么 ? 或 者 数学 是 怎样 应 用 到 分 形 上 的 ? 我 在 本 书 中 将 尽力 回答 
一 些 此 类 的 问题 . 

本 书 主 要 是 为 在 数学 或 其 他 学 科 和 领域 中 经 常 遇 到 分 形 的 人 , 提供 一 个 容易 理解 
的 与 分 形 及 维 数 有 关 的 数学 论述 . 尽管 本 书 基本 上 属于 数学 类 图 书 , 但 书 中 也 对 分 
形 这 个 课题 进行 了 直观 的 探讨 . 

全 书 很 自然 地 分 成 两 部 分 . 第 一 部 分 是 关于 分 形 及 分 形 几 何 的 一 般 理论 . 首先 
介绍 了 关于 维 数 的 各 种 不 同 的 概念 及 计算 维 数 的 方法 , 然后 利用 研究 古典 图 形 (如 
圆 或 椭圆 ) 的 方法 研究 分 形 的 几何 性 质 . 比如 在 研究 圆 或 椭圆 中 , 一 个 圆 的 局 部 可 以 
被 一 直线 段 近 似 ; 一 个 圆 的 射影 或 “影子 ”通常 是 一 个 椭圆 ; 一 个 圆 与 一 直线 段 相 区 
在 两 个 点 上 等 等 . 分 形 也 具有 类 似 的 性 质 , 通常 情况 下 , 维 数 起 着 关键 的 作用 . 因此 ， 
书 中 还 考虑 了 分 形 的 局 部 结构 、 分 形 的 投影 和 区 等 . 

本 书 的 第 二 部 分 介绍 一 些 分 形 的 例子 , 在 其 中 可 能 应 用 了 第 一 部 分 的 理论 , 这 
些 例 子 是 从 物理 和 数学 的 非常 广泛 的 领域 中 提取 出 来 的 . 主题 包括 : 目 相似 集 和 目 
仿 射 集 、 函 数 的 图 、 数 论 和 纯 数学 的 例子 、 动 力 系统 、Julia 集 、 随 机 分 形 以 及 一 些 
物理 上 的 应 用 . 

书 中 给 出 了 许多 图 和 频繁 曾 述 的 例子 , 还 有 计算 机 绘制 的 各 种 各 样 的 分 形 , 这 
些 信 息 可 以 让 具有 计算 机 编程 能 力 的 读者 自己 制作 进一步 所 需要 的 图 形 . 

希望 本 书 可 以 成 为 研究 人 员 的 一 本 有 用 的 参考 书 , 因为 它 提 供 了 作为 分 形 理论 
基础 的 数学 上 的 一 些 易 于 接受 的 新 进展 , 并 且 展 示 了 在 特殊 情况 下 如 何 应 用 它 . 书 
中 包含 了 与 分 形 有 关 的 广泛 的 数学 思想 , 特别 是 在 第 二 部 分 , 提供 了 一 些 可 以 得 到 
的 结果 而 不 是 详细 地 探讨 任何 一 个 主题 . 主题 的 选择 在 某 种 程度 上 取决 于 作者 的 偏 
好 , 肯定 还 有 一 些 主要 的 应 用 没有 包含 在 本 书 中 . 一 些 材 料 可 追溯 到 20 世纪 初 , 而 
另外 一 些 材料 又 是 非常 新 的 . 

每 一 章 的 结尾 都 提供 了 一 些 注 记 和 参考 文献 , 但 绝 不 可 能 把 全 部 的 参考 文献 都 
列 出 来 . 确实 , 如 果 把 所 涉及 的 各 个 主题 的 参考 文献 完全 列 出 来 , 其 规模 将 是 庞大 
的 . 但 还 是 希望 提供 的 参考 文献 能 包含 足够 的 信息 , 使 欲 从 事 这 方面 工作 的 读者 从 
中 进一步 地 了 解 这 个 主题 . 

本 书 可 以 作为 研究 生 或 者 高 年 级 本 科 生 的 分 形 数学 教材 . 为 了 帮助 学 生理 解 每 
一 章 的 内 容 , 在 每 章 后 面 都 有 一 些 练习 题 . 较 难 的 部 分 和 证 明 用 “*” 号 注 明 , 可 以 
跳 过 , 应 该 不 会 影响 有 关 问 题 的 连贯 性 . 

一 直 努 力 使 书 中 的 数学 知识 保持 在 数学 和 物理 系 研 究 生 或 勤 香 的 高 年 级 本 科 
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生 能 够 理解 的 程度 上 , 特别 是 把 测度 论 思想 控制 在 最 低 的 限度 上 , 使 读者 可 以 把 集 
上 的 测度 视 为 质量 分 布 . 在 可 以 接受 测度 论 和 它 的 一 些 直观 性 质 的 前 提 下 , 书 中 的 
论述 就 基本 不 需要 更 深入 的 测度 理论 . 

为 了 避免 结论 互相 混 铺 ,所 有 结论 都 是 精确 叙述 的 . 有 关 论 证 的 方法 一 般 都 是 
严格 的 , 但 对 于 一 些 较 难 或 技巧 性 较 高 的 证 明 , 或 者 是 给 出 证 明 的 梗概 , 或 者 完全 上 略 
去 证 明 (但 是 一 些 较 难 的 证 明 在 形成 其 他 理论 时 并 不 是 没有 用 , 特别 是 在 随机 分 形 
和 具有 大 交集 的 集 上 ). 合适 的 图 可 以 帮助 理解 证 明 (大 部 分 是 几何 性 质 的 证 明 ). 书 
中 也 绘制 出 了 一 些 图 , 读者 可 以 发 现 , 这 些 都 有 助 于 进一步 绘制 其 他 的 图 形 . 

第 1 章 首 先 快速 浏览 了 一 些 基 本 的 数学 概念 和 定义 , 例如 , 书 中 自始至终 应 用 
的 集合 论 和 水 数论 . 接着 介绍 了 测度 和 质量 分 布 , 希望 这 些 都 适 于 读者 阅读 . 概率 
论 的 知识 对 理解 随机 分 形 及 布朗 运动 这 两 章 内 容 有 用 . 

AANA me ER, 在 概念 的 应 用 上 完全 一 臻 是 不 可 能 的 ,有 时 不 可 避 
免 地 在 本 书 的 一 致 性 上 与 标准 用 法 之 间 做 一 些 折 中 . 

最 近 几 年 , 随 着 计算 机 图 形 学 的 出 现 和 分 形 作 为 各 种 物理 现象 的 模型 , 分 形 作 
为 一 种 艺术 形式 已 经 相当 流行 . 在 某 种 程度 上 , 缺乏 或 完全 不 懂 数 学 知识 , 可 能 并 不 
影 啊 对 分 形 的 欣赏 . 但 是 , 充分 理解 应 用 到 如 此 多 样 化 目标 上 的 数学 , 一 定 能 提高 我 
TI se Be. 时 常 昕 到 这 样 的 赞叹 :“ 多 么 美丽 的 分 形 ”! 作者 相信 分 形 的 美丽 将 在 
其 数学 中 被 进一步 发 现 . 

非常 感谢 在 本 书 准备 过 程 中 提供 帮助 的 人 . Philip Drazin 和 Geoffrey Grimmett 
对 部 分 手稿 做 了 有 益 的 注 记 , Peter Shiarly 在 计算 机 绘图 和 制作 一 些 照片 中 给 了 有 
价值 的 帮助 , Aidan Foss 制作 了 一 些 图 . 我 非常 感谢 John Wiley and Sons 出 版 公司 
的 Charlotte Farmer, Jackie Cowling 和 Stuart Gale 对 本 书 出 版 所 做 出 的 努力 . 

特别 要 感谢 David Marsh, 他 不 但 对 手稿 做 了 有 用 的 注 记 和 制作 了 许多 计算 机 
图 片 , 还 以 最 专业 的 方式 录入 了 手稿 . 

最 后 , 我 还 要 感谢 我 的 妻子 Isobel 的 支持 和 鼓励 , 这 些 促使 我 继续 阅读 本 书 的 
各 种 手稿 


Kenneth J. Falconer 
1989 年 4 月 于 Bristol 
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AAS 1 版 出 版 至 今 已 经 13 年 了 . 在 这 期 间 , 由 于 各 种 层次 的 研究 者 对 分 形 
的 广泛 兴趣 , 使 分 形 的 数学 理论 和 应 用 都 有 了 巨大 的 发 展 . 本 书 的 初衷 是 为 从 事 数 
学 和 其 他 学 科 的 、 和 希望 多 了 解 分 形 数学 的 人 写 的 . 这 些 年 来 , 随 着 兴趣 的 变化 和 数 
学 教学 的 发 展 , 很 多 学 校 已 经 开设 了 一 些 关 于 分 形 几 何 的 本 科 生 和 研究 生 课程 , 而 
其 中 相当 多 是 以 本 书 的 一 些 章节 为 基础 的 . 

因此 , 这 个 新 版 本 有 两 个 主要 目的 . 首先 , 阐明 分 形 几 何 的 一 些 新 进展 , 同时 为 
深入 阅读 提出 了 相应 的 注 记 和 建议 . 其 次 , 把 更 多 的 注意 力 放 在 那些 把 本 书 作为 教 
材 的 学 生 们 的 需要 上 , 增加 一 些 细 节 帮 助理 解 , 同时 包含 一 些 有 助 于 进一步 理解 的 
练习 . 

书 中 的 一 些 部 分 已 经 重 写 , 特别 是 , HEBR 1 版 出 版 以 来 , 多 重 分 形 理论 已 经 
有 了 很 大 的 进展 , 因此 “多 重 分 形 测度 ”这 一 章 是 完全 重 写 了 . 有 关 的 注 记 和 参考 文 
献 也 进行 了 相应 的 更 新 . 整 本 书 做 了 大 量 的 小 改动 、 修 正和 补充 ; 改变 了 一 些 符号 
和 术语 , 以 和 目前 的 标准 用 法 相 一 致 ; 利用 计算 机 技术 , 用 更 精准 的 图 像 取代 第 1 版 
中 的 许多 图 像 . 节 、 等 式 和 图 像 的 编号 和 第 1 版 保持 一 致 (如 果 有 可 能 的 话 ), 因此 
以 前 注 明 的 参考 文献 对 本 书 仍然 有 效 . 

练习 添加 在 每 一 章 的 末尾 ， 习 题 的 解答 和 有 关 的 补充 材料 可 以 在 因特网 
http : //www.wileyeurope.com /fractal 上 找到 . 

本 书 的 续篇 《分 形 几 何 中 的 技巧 》 已 经 于 1997 年 出 版 , 其 中 六 述 了 在 分 形 研究 
中 的 各 种 不 同 的 技巧 和 思想 . 如 果 读 者 希望 学 习 本 书 之 外 的 分 形 数 学 , 这 个 续篇 是 
很 有 用 的 . 

非常 感谢 那些 对 本 书 提出 建设 性 建议 的 人 . 特别 是 要 非常 感激 Carmen Fernan- 
dez,Gwyneth Stallard 和 Alex Cain 对 这 个 新 版 本 的 帮助 .同时 , 我 十 分 感谢 John 
Wiley & Sons 出 版 公司 工作 人 员 对 本 书 的 继续 的 支持 , 特别 对 负责 第 2 版 出 版 的 
Rob Calver 和 Lucy Bryan 以 及 设计 封面 的 John O’Connor 和 Louise Page 表示 感 
谢 . 


Kenneth J. Falconer 
2003 年 1 月 
St Andrews 
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过 去 , 数学 已 广泛 涉及 可 以 用 经 典 的 微 积分 方法 进行 研究 的 集 类 和 函数 类 ; 而 
那些 不 够 光滑 和 不 够 规则 的 集 和 函数 , 却 被 认为 是 “病态 ”的 , 不 值得 对 它们 进行 研 
究 , Alm 7A BERR. AX, 它们 被 当成 个 别 的 特例 , 其 中 只 有 极 少数 被 认为 是 可 以 利 
用 一 般 理论 来 进行 研究 的 . 

近 几 年 来 , 这 种 态度 发 生 了 明显 的 变化 . 人 们 已 经 意识 到 , 对 “不 光滑 对 象 ” 不 
仅 可 以 进行 详细 的 数学 描述 , 而 且 也 值得 描述 . 此 外 , 不 规则 集 比 经 典 的 几何 图 形 
能 更 好 地 反映 许多 自然 现象 . 分 形 几 何 恰好 为 研究 这 类 不 规则 集 提 供 了 一 个 总 的 
HER. 

我 们 首先 简要 地 考察 几 个 简单 的 分 形 例 子 , 并 指出 它们 的 一 些 特征 . 

去 掉 中 间 三 分 之 一 区 间 的 康 托 尔 集 (简称 三 分 康 托 尔 集 ) 是 一 种 人 们 最 了 解 , 同 
时 也 是 最 容易 构造 的 分 形 ; 然而 , 它 却 显示 出 许多 典型 的 分 形 特 征 . 这 种 集合 是 从 
单位 区 间 出 发 , 通过 一 系列 去 掉 部 分 子 区 间 的 过 程 构造 出 来 的 ( 见 图 0.1). 设 Eo K 
示 闭 区 间 [0,1] ([a, b] 表示 满足 a < xz <b 的 实数 z 组 成 的 集合 )， El 表示 除去 Eo 
的 中 间 1/3 之 后 得 到 的 集 , 即 Ei 包含 [ 0, 1/3] 和 [2/3, 1 ] 两 个 区 间 ; 分 别 去 掉 这 
两 个 区 间 的 中 间 1/3 就 得 到 Eo, 即 Eo 包含 [ 0, 1/9], [ 2/9, 1/3], [ 2/3, 7/9], (8/9, 
1] 四 个 区 间 . 按 此 方法 继续 进行 下 去 , 分 别 去 掉 Eri 中 各 区 间 的 中 间 1/3 就 得 到 
Ex, BI Ex 由 2" 个 长 度 各 为 3- 的 区 间 组 成 . 三 分 康 托 尔 集 F 是 由 属于 所 有 Ex 的 
数组 成 的 , 确切 地 说 , F = ia) Ek, F WWB RES k 趋 于 无 穷 时 集 序列 Er 的 极限 . 


显然 ， 不 可 能 画 出 带 有 无 穷 小 细节 的 FAS, 所 以 F 的 图 实际 上 只 是 当 上 充分 大 
时 , 对 F 较 好 通 近 的 Ex 的 一 个 图 . 
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FL FR 
图 0.1 三 分 康 托 尔 集 FF 的 构造 , 由 反复 地 去 掉 区 间 的 中 间 1/3 而 得 到 . 注意 下 的 
左右 部 分 Fi 和 Fr 都 是 以 系数 1/3 缩小 F 所 得 到 的 相似 图 


/E— A, FERRIC RR 下 的 过 程 中 , 已 经 去 掉 了 [0,1] 区 间 中 的 那么 多 点 , 似 
乎 没有 留 下 什么 了 . 事实 上 , F 是 一 个 无 窃 集 (并 且 的 确 是 不 可 数 的 ), 在 它 的 每 个 点 
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的 任 一 邻 域 中 都 包含 集 内 的 无 穷 多 个 数 . 三 分 康 托 尔 集 正 是 由 区 间 [0,1] 中 可 以 展 
成 下 面 的 以 3 为 底 的 幕 级 数 形式 的 数组 成 的 : 


a137! + a237? 十 as3-3 +.. 


其 中 , 对 每 个 ai = 0 或 2, H a 41, 为 看 清 这 一 点 , 注意 到 , 从 Eo 得 到 E 时 , 去 
掉 的 是 那些 ai = 1 的 数 , 从 E 得 到 Eo, 去 掉 的 是 az = 1 的 数 , 并 以 此 类 推 . 

下 面 列 出 三 分 康 托 尔 集 F 的 一 些 性 质 , 我 们 以 后 将 看 到 , 许多 分 形 也 有 与 之 类 
似 的 性 质 . 

(1) F 是 自 相 似 的. 很 明显 , 分 别 在 区 间 [0,1/3] 和 [2/3, 1] 内 的 下 的 部 分 与 下 
是 几何 相似 的 , 相似 比 为 1/3; 进而 分 别 在 Eo 的 4 个 区 间 内 的 的 部 分 也 与 下 相 
似 , 相似 比 为 1/9. 以 此 类 推 , 康 托 尔 集 包 含 许 多 不 同比 例 的 自身 相似 的 样本 . 

(2) FA “精细 结构 ”, 即 它 包含 有 任意 小 比例 的 细节 , 越 放大 康 托 尔 集 的 图 , 间 
隙 就 越 清 楚 地 呈现 在 我 们 眼前 . 

(3) BR F 有 错综复杂 的 细节 结构 , 但 F 的 实际 定义 却 是 非常 简单 明了 的 . 

(4) F 是 由 一 个 近代 过 程 得 到 的 . 这 个 构造 是 由 反复 去 掉 区 间 中 间 的 1/3 得 到 
的 , 持续 这 个 步骤 所 得 到 的 Ei te F 的 越 来 越 好 的 通 近 . 

(5) F 的 几何 性 质 难以 用 传统 的 术语 来 描述 , 它 既 不 是 满足 某 些 简单 几何 条 件 
的 点 的 轨迹 , 也 不 是 任何 简单 方程 的 解 集 . 

(6) F 的 局 部 几何 性 质 也 是 很 难 描 述 的 , 在 它 的 任 一 点 附近 都 有 大 量 锌 各 种 不 
同 间隔 分 开 的 其 他 点 . 

(7) BA F 在 某 种 意义 上 是 相当 大 的 集 (是 不 可 数 无 穷 的 ), 然而 它 的 大 小 不 适 
于 用 通常 的 测度 如 长 度 来 度量 . 用 任何 合理 定义 的 长 度 , FF 的 长 度 总 是 为 零 . 

第 二 个 例子 , von Koch 曲线 , 这 也 是 许多 读者 所 熟悉 的 ( 见 图 0.2). te Eo 是 单 
位 长 度 的 直线 段 , Bi 是 由 Eo 除去 中 间 1/3 的 线段 , 而 代 之 以 底 边 为 被 除去 线段 的 
等 边 三 角形 的 另外 两 边 所 得 到 的 集 , 它 包含 四 个 线段 ; 把 同样 的 过 程 应 用 到 Ei 的 
每 个 直线 段 就 构造 出 Ez; 以 此 类 推 , Er 是 把 Er- 的 每 个 直线 段 中 间 1/3 用 等 边 
三 角形 的 另外 两 边 取 代 而 得 到 的 . 当 充分 大 , 曲线 Er 和 Eri 只 在 精细 的 细节 上 
不 同 , 而 当 & 一 oo, 折线 序列 趋 于 极限 曲线 F, BK FA von Koch 曲 线 . 

von Koch 曲线 在 许多 方面 的 性 质 与 三 分 康 托 尔 集 列 出 的 性 质 类 似 , 它 由 4 个 
与 总 体 相 似 的 “四 分 之 一 ”部 分 组 成 , 但 比例 系数 是 1/3. 它 在 任何 尺度 下 的 不 规则 
性 反映 了 它 的 精细 结构 . 然而 , 这 个 错综复杂 的 构造 却 源 自 于 一 个 基本 的 简单 结构 . 
虽然 称 下 为 曲线 是 合理 的 , 但 它 是 如 此 不 规则 , 以 至 于 在 传统 的 意义 下 它 没 有 任何 
切线 . 简单 的 计算 表明 Ex 的 长 度 为 (4/3)*; S k 趋 于 无 穷 , 则 下 的 长 度 是 无 穷 大 
的 . AA, FP 在 平面 内 的 面积 为 零 , 所 以 它 的 长 度 和 面积 都 没有 提供 对 F 的 大 
小 很 有 效 的 描述 . 


(a) 


(b) 
图 0.2 (a) von Koch 曲线 F 的 构造 . 在 每 一 步 中 , 每 个 区 间 的 中 间 1/3 都 被 一 个 等 边 三 角 
形 的 为 外 两 边 取 代 .(b) 连接 在 一 起 的 三 段 von Koch 曲线 构成 一 个 雪花 曲线 


许多 其 他 的 集 也 可 以 由 类 似 的 迭代 过 程 来 构造 , 例如 Sierpiński = 角 或 垫 是 从 
一 个 初始 的 等 边 三 角形 反复 去 掉 (相反 方向 的 ) 小 等 边 三 角形 得 到 的 ( 见 图 0.3). (为 


图 0.3 Sierpinski 三 角 的 构造 (dimy F=dimg F=1n3/In2) 


4 Z Ë 


了 许多 目的 , 最 好 是 把 这 个 过 程 看 成 是 反复 用 3 个 高 为 原 高 一 半 的 三 角形 取代 原来 
三 角形 的 迭代 过 程 .) 平面 中 类 似 于 康 托 尔 集 的 一 个 例子 , RA “Rien”, 如 图 0.4 
Bras. 构造 它 的 每 一 步 是 把 正方 形 等 分 成 16 个 小 正方 形 , 保留 其 中 4 个 而 把 其 余 的 
EH. (当然 , 保留 次 序 不 同 或 个 数 不 同 的 小 正方 形 可 以 用 来 构造 不 同 的 集 .) 显然 ， 
这 个 例子 同样 也 具有 与 康 托 尔 集 和 von Koch 曲 线 相 类 似 的 性 质 . 图 0.5 所 示 为 在 构 
造 中 用 到 两 个 不 同 相 似 比 的 例子 . 
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图 0.4 托 尔 侍 ?” 的 构造 (dimH F = dip F = 1) 


mes 


F 


图 0.5 ”具有 两 个 不 同 相 似 比 的 和 目 相似 分 形 的 构造 


还 有 许多 其 他 的 构造 方式 也 可 以 得 到 具有 这 种 类 型 性 质 的 集 , 其 中 有 一 些 构造 
将 在 后 面 的 部 分 详细 讨论 . 更 错综复杂 的 Julia 集 如 图 0.6 Pras, 它 是 单 变 量 二 次 


绪 论 5 


AER f(z) = 2° +c 的 图 像 , 其 中 c 是 适当 的 常数 . 虽然 这 种 集 没 有 康 托 尔 集 和 
von Koch 曲 线 所 具有 的 那 种 严格 的 自 相似 性 , 但 它 具 有 “ 拟 自 相似 性 ”, 即 这 个 集 的 
任意 小 的 部 分 可 以 放大 , 然后 平滑 地 变形 使 之 与 这 个 集 的 某 一 较 大 的 部 分 相 一 致 


SA 
图 0.6 Julia & 
图 0.7 所 示 的 是 函数 1(D) = Do (2) sin ((2)"t) 的 图 , EATER A 


函数 具有 精细 的 结构 , 而 不 像 光滑 的 曲线 那样 可 以 用 经 典 的 微 积分 来 研究 . 
Ky) 3 
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图 07 f(t)= E (3) sin ((3)"t) 


k=0 
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有 些 构造 可 以 是 “随机 的 ”. 图 0.8 表示 一 个 “随机 von Koch 曲线 ”, 在 构造 的 
每 一 步 都 是 通过 樟 一 枚 硬币 来 决定 一 对 新 的 直线 段 在 曲线 上 的 位 置 . 这 个 随机 曲线 
确实 具有 精细 的 结构 , 但 von Koch 曲 线 所 具有 的 严格 目 相似 性 已 被 它 所 具有 的 “ 统 
计 自 相似 性 ”取代 . 


图 0.8 von Koch 曲线 的 随机 版 本 


所 有 这 些 例子 中 的 集 , 普遍 地 称 为 分 形 (fractal)( 单 词 fractal 是 由 Mandelbrot 在 
其 论文 中 创造 的 新 词 , 来 自 拉丁 文 factus __ 意 为 断裂 , 用 来 描述 一 些 非常 不 规则 
以 至 不 适宜 用 经 典 几何 研究 的 对 象 .) 类 似 康 托 尔 集 所 具有 的 性 质 是 分 形 的 特性 , 本 
书 研究 的 对 象 正 是 具有 这 种 性 质 的 集 . 确实 , 任何 能 称 为 分 形 的 集 都 有 精细 的 结构 ， 
即 在 任何 尺度 下 都 有 精致 的 细节 . 许多 分 形 具 有 某 种 程度 的 自 相似 性 , 它们 由 以 某 
种 方式 与 整体 相似 的 部 分 组 成 有 时 这 种 相似 的 程度 可 以 比 严 格 的 几何 相似 弱 . H 
如 , 这 种 相似 可 以 是 近似 的 或 统计 的 . 

经 典 的 几何 和 计算 方法 已 经 不 适合 用 来 研究 分 形 , 我 们 需要 另外 的 方法 . 分 形 
几何 的 主要 工具 是 其 许多 形式 的 维 数 . 人 们 已 经 相当 熟悉 这 样 的 思想 , 一 条 (光滑 
的 ) 曲线 是 一 维 的 , 而 一 个 曲面 是 二 维 的 . 但 不 太 清楚 , 为 了 许多 目的 , 康 托 尔 集 被 
看 成 具有 维 数 In2/In3 = 0. 631---, von Koch 曲 线 具 有 维 数 In4/In3 = 1.262..., 这 个 
数 与 von Koch 曲 线 大 于 一 维 (具有 无 限 的 长 度 ) 和 小 于 二 维 (上 只 有 零 面积 ) 是 相 一 致 
的 

下 面 的 论述 给 出 了 这 些 维 数 意义 (很 粗略 ) 的 解释 , 说 明了 维 数 是 如 何 反映 出 
比例 性 质 和 自 相似 性 的 , 如 图 0.9 所 示 的 一 条 直线 段 由 与 其 相似 的 4 个 比例 系数 
为 1/4 的 直线 段 组 成 , 这 个 线段 具有 维 数 一 In4/ In 了 = 1; 然而 , 一 个 正方 形 由 
4 个 与 其 相似 的 比例 系数 为 1/2 的 正方 形 组 成 ( 即 边 长 为 原来 的 一 半 )， 其 维 数 为 
-In4/In 5 = 2; 同样 von Koch 曲 线 是 由 4 个 与 其 相似 的 比例 系数 为 1/3 的 相似 形 


组 成 , 其 维 数 为 -in4/ in 了 = In4/ In3; 而 康 托 尔 集 可 以 看 成 4 个 与 其 相似 的 相似 


比 为 1/9 的 部 分 组 成 , 其 维 数 为 — In 4/ In 5=In2/ In3. 一 般 地 , 如 果 一 个 集 由 mn 个 
与 其 相似 的 、 相 似 比 为 > 的 部 分 组 成 , 可 以 认为 这 个 集 具有 维 数 一 Inm/ r, 用 这 


伴 的 方法 得 到 的 数字 一 般 称 为 集 的 相似 维 数 . 
一 于- 一 -| med 


(a) (c) 
(b) 


图 0.9 把 某 个 集 分 成 4 部 分 , 部 分 按 一 定 的 比例 与 整体 相似 : (a) 对 直线 段 是 1/4, (b) 对 
正方 形 是 1/2, (c) 对 康 托 尔 集 是 1/9, (d) 对 von Koch 曲线 是 1/3 


遗憾 的 是 相似 维 数 只 对 严格 上 自 相 似 集 这 个 小 类 有 意义 . 然而 , 还 存在 有 更 广泛 
应 用 的 维 数 的 其 他 定义 , 例如 肾 斯 多 夫 维 数 和 盒 维 数 可 以 在 任何 集 上 定义 并 且 可 以 
证 明 在 上 面 4 个 例子 中 正好 与 相似 维 数 相等 . 本 书 的 前 几 章 讨论 肾 斯 多 夫 维 数 及 其 
他 维 数 的 性 质 和 定义 , 同时 还 讲述 计算 维 数 的 方法 . 很 粗略 地 看 , 维 数 描述 了 一 个 
集 充满 空间 的 程度 . 它 是 在 很 小 尺度 下 观测 一 个 集 时 , 对 这 个 集 的 不 规则 性 的 极 好 
度量 . 维 数 包含 相应 集合 的 几何 性 质 的 许多 信息 . 

应 该 指出 , 定义 集合 的 维 数 有 许多 方法 , 有 些 令 人 满意 , 而 另 一 些 就 差 一 点 . 不 
同 的 定义 可 以 有 相当 不 同 的 性 质 , 并 且 对 同一 个 集 可 以 得 出 不 同 的 维 数值 , 认识 到 
这 一 点 是 重要 的 . 不 一 致 的 使 用 有 时 会 产生 相当 大 的 混乱 . 特别 地 , 一 见 到 “分 形 维 
数 ” 这 个 概念 , 一 种 值得 注意 的 想法 就 出 现在 我 脑 中 (正如 其 他 数学 家 想 的 一 样 ). 
有 些 作 者 硬 给 它 加 上 一 些 精确 的 定义 , 我 就 曾 见 过 在 同一 篇 文章 中 , 对 它 相 互 矛盾 
的 解释 . 读者 应 该 在 任何 讨论 和 应 用 中 都 时 刻 警 惕 所 用 的 定义 . 

在 Mandelbrot 最 初 的 论述 中 , 他 将 分 形 定义 为 其 坚 斯 多 夫 维 数 严格 大 于 拓扑 维 
数 的 集合 (集合 的 拓扑 维 数 总 是 整数 , 当 它 是 全 不 连通 时 维 数 为 0, 而 当 它 的 任意 小 

J 邻 域 都 具有 维 数 为 0 的 边界 时 , 它 的 维 数 为 1, 并 以 此 类 推 ). 这 个 定义 不 合理 , A 

为 它 把 一 些 明显 应 当 是 分 形 的 集 排 除了 . 人 们 还 提出 各 种 不 同 的 定义 , 但 是 似乎 都 
有 类 似 的 缺点 . 

我 认为 , 对 “分 形 ” 的 定义 可 以 采用 与 生物 中 对 “生命 ”定义 的 同样 处 理 方法 . 
生物 中 对 “生命 ”并 没有 严格 和 明确 的 定义 , 但 却 可 以 列 出 一 系列 生物 的 特性 , 比如 
繁殖 能 力 、 运 动能 力 及 对 周围 环境 的 相对 独立 的 存在 能 力 等 , 大 部 分 生物 都 有 上 述 


(d) 
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的 特性 , 虽然 有 一 些 生物 例外 . 同样 , 对 分 形 来 说 , 似乎 最 好 把 它 看 成 具有 如 下 性 质 
的 集合 , 而 不 去 寻找 精确 的 定义 , 因为 这 种 定义 肯定 几乎 总 要 排除 挥 一 些 有 趣 的 情 
形 . 从 数学 家 的 观点 来 看 , 这 样 处 理 不 是 什么 坏事 . 很 难 避 免 不 用 既 适 用 于 “分 形 ” 
MEAT GEDE” 的 方式 来 镜 述 维 数 的 修改 , 然而 我 们 对 “ 非 分 形 ” 的 性 质 兴 趣 较 
小 , 它们 一 般 很 显然 的 且 可 以 由 其 他 较 容 易 的 方法 得 到 |. 

称 集 F 是 分 形 , 即 认为 它 具 有 下 面 典型 的 性 质 : 

(1) F 上 共有 精细 结构 , BAER) BEAR; 

(2) F 是 如 此 的 不 规则 , 以 至 它 的 整体 和 局 部 都 不 能 用 传统 的 几何 语言 来 描述 ; 

(3) 了 通常 有 某 种 自 相 似 的 形式 , 可 能 是 近似 的 或 是 统计 的 ; 

(4) 一 般 地 , F 的 “分 形 维 数 "(以 某 种 方式 定义 ) 大 于 它 的 拓 朴 维 数 ; 

(5) 在 大 多 数 令 人 感 兴趣 的 情形 下 , F 以 非常 简单 的 方法 定义 , 可 能 由 迭代 产 
生 . 

如 何 描述 各 种 不 同 种 类 的 分 形 物体 的 几何 性 质 呢 ? 传统 的 几何 为 我 们 提供 了 思 
路 . 在 本 书 的 第 一 部 分 , 我 们 研究 了 分 形 中 一 些 与 熟悉 的 几何 性 质 相 类 似 的 性 质 . E 
间 中 一 个 加 在 平面 上 的 王 直 射影 或 称 为 “影子 ”一 般 是 一 个 椭圆. 分 形 的 射影 定理 
阐述 了 分 形 “ 影 子 ” 的 性 质 . 为 了 许多 目的 , 切线 提供 了 对 圆 的 很 好 的 局 部 通 近 , 虽 
然 分 形 在 任何 方向 上 都 没有 切线 , 但 经 名 可 以 对 分 形 的 局 部 绪 构 给 予 大 量 的 描述 . 
平面 中 “一 般 位置 ” 的 两 个 圆 或 者 相交 于 两 点 , 或 者 没有 公共 点 (把 相 切 的 情形 视 为 
例外 ). 利用 维 数 , 对 分 形 的 交 也 可 做 出 类 似 的 前 述 . 一 个 图 沿 着 垂直 于 它 所 在 平面 
的 方向 运动 扫描 出 一 个 圆柱 , 这 个 圆柱 的 性 质 是 与 原来 的 圆 又 密 相 关 的 . 对 分 形 也 
可 能 有 类 似 的 结构 , 这 确实 更 一 般 化 了 . 

人 们 对 传统 的 几何 有 着 内 在 的 兴趣 , 同时 也 把 它 广泛 地 应 用 在 数学 的 其 他 领域 
如 贺 和 抛物 线 作为 某 些微 分 方程 的 解 曲 线 , 而 对 这 些 曲 线 的 几何 性 质 的 认识 能 帮助 
我 们 理解 相应 的 微分 方程 . 同样 , 分 形 几 何 的 一 般 理论 也 能 应 用 到 有 分 形 发 生 的 许 
多 数学 分 支 . 书 中 的 第 二 部 分 给 出 了 这 种 应 用 的 各 种 例子 . 

从 历史 上 看 , 人 们 对 几何 的 兴趣 是 受到 它 在 目 然 中 应 用 的 刺激 . 椭 贺 所 起 的 重 
要 作用 是 因为 它 是 行星 运动 轨道 的 形状 , 同样 , 球 的 重要 性 也 是 因 它 像 地 球 的 形状 . 
椭圆 和 球 的 几何 性 质 可 以 应 用 到 这 些 物理 模型 中 . 当然 , 轨道 不 是 严格 相 圆 的 , 地 球 
实际 上 也 不 是 圆 球形 , 但 为 了 许多 目的 ; 比如 预测 行星 的 运动 或 研究 地 球 的 引力 场 ， 
这 样 的 近似 或 许 是 非常 理想 的 . 

分 形 中 也 有 类 似 的 情形 , 看 一 下 最 近 的 物理 文献 就 可 以 发 现 , 各 种 不 同 的 目 然 
物体 都 用 分 形 来 描述 , 云彩 的 边界 、 地 表面 的 形状 、 海岸线 和 流体 的 河流 等 , 这 些 例 
子 没 有 一 个 是 真正 的 分 形 , 用 充分 小 的 尺度 观测 时 , 它们 的 分 形 特 征 就 消失 了 . 然而 
在 一 定 的 尺度 范围 内 , 它们 表现 出 许多 类 似 分 形 的 性 质 , 而 在 这 样 的 尺度 下 , 它们 通 
常 可 以 被 看 成 是 分 形 .Mandelbrot 在 最 初 的 著作 中 , 强调 指出 了 上 自然 界 的 分 形 与 我 们 
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通常 描述 的 数学 中 的 “分 形 集 ” 的 区 别 , 但 这 个 区 别 似乎 有 些 不 明显 . 实际 上 , BR 
界 中 没有 真正 的 分 形 (也 没有 真正 的 直线 和 圆 ). 

如 果 分 形 几 何 的 数学 问题 确实 是 值得 研究 的 , 则 它 一 定 能 应 用 在 物理 问题 中 . 
在 这 个 方向 上 已 取得 并 正 取得 很 多 进展 , 本 书 的 最 后 一 部 分 给 出 了 一 些 例子 . 尽管 
有 一 些 自 然 现 象 已 经 应 用 分 形 数学 进行 解释 (布朗 运动 是 一 个 很 好 的 例子 ), 但 是 大 
部 分 的 应 用 都 倾向 于 解释 而 非 预 测 性 的 . 尽管 更 多 的 数学 应 用 于 分 形 , 但 分 形 研究 
中 应 用 的 数学 都 不 是 很 新 . 为 了 分 形 研 究 的 进展 , 应 当 优 先 发 展 和 应 用 合适 的 数学 
方法 . 


注 记 和 参考 文献 


与 本 书 其 他 部 分 只 包含 纯粹 的 数学 不 同 , 绪论 中 包含 一 些 作者 个 人 的 观点 和 一 
家 之 见 , 这 不 是 其 他 研究 分 形 的 学 者 们 共有 的 , 请 读者 注意 . 

有 关 分 形 的 基础 论文 是 Mandelbrot (1982) BER). AHF ATA Te te ae 
(由 1975 年 的 原始 版 本 发 展 而 成 ), 它 能 被 各 种 层次 的 人 理解 , 文中 包含 了 多 样 性 的 
自然 的 数学 例子 . 这 本 著作 是 许多 已 经 做 出 的 分 形 研 究 成 果 的 产 果 . 

已 经 出 版 了 许多 有 关 分 形 各 方面 内 容 的 书 , 这 些 都 列举 在 各 相应 章 的 末尾 . 这 
里 给 出 的 只 是 从 大 量 的 文献 中 选 出 的 一 些 . 有 关 分 形 的 基本 论述 包括 以 下 这 些 书 : 
Schroeder(1991), Moon(1992), Kaye(1994), Addison(1997), 以 及 Lesmoir-Gordon, 
Rood and Edney(2000). Peitgen, Jürgens and Saupe(1992) 包含 了 极其 丰富 的 图 
像 和 例子 , Framem and Mandelbrot(2002) 则 提出 了 在 数学 与 科学 教育 中 的 分 形 原 
则 . 

Edgar(1990,1998), Peitgen, Jiirgens and Saupe(1992) 以 及 Le Méhauté(1991) 
阐述 了 对 分 形 的 基本 数学 处 理 方 法 , Falconer(1985a), Mattila(1995), Federer(1996) 
以 及 Morgan(2000) 重点 讨论 了 几何 测度 论 , Roger(1998) 则 论述 了 豪 斯 多 夫 测 度 的 
一 般 理 论 , Wicks(1991) 是 从 非 标准 分 析 的 角度 讨论 了 紧 斯 多 夫 测 度 . 侧重 于 计算 机 
技术 的 则 包括 Peitgen 和 Saupe(1988), Devaney and Keen(1989), Hoggar(1992) 以 
及 Pickover(1998) 这 些 书 . ASR BERS, Falconer(1997) 则 包含 了 更 多 的 研究 分 
形 的 新 的 数学 技巧 . 

更 多 的 关注 可 以 在 分 形 数 学 会 议 的 会 议 文 集 里 找到 , 比如 分 别 由 Cherbit(1991)， 
Evertsz, Peitgen 和 Voss(1995) 以 及 Novak(1998, 2000) 编辑 的 论文 集 ， 由 Bandt, 
Graf 和 Zahle(1995, 2000) 编选 的 文集 包含 了 分 形 与 概率 的 内 容 , Lévy Véhel, Lut- 
ton 和 Tricot(1997) 编辑 的 文集 论述 了 分 形 在 工程 上 的 应 用 . Mandelbrot 的 “ 精 
选 ”(1997,1999,2002) 提供 了 大 量 的 带 有 评论 的 论文 , 这 些 文章 是 对 分 形 数学 及 科学 
的 发 展 和 目前 状况 的 非常 吸引 人 的 深入 的 洞察 .Edgar(1993) 编选 的 文集 则 把 分 形 数 
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学 的 经 典 论文 收集 到 一 起 . 
在 很 多 杂志 上 都 有 分 形 的 文章 , 特别 是 《分 形 》 杂 志 的 论文 , 它们 涉及 不 同 领域 
里 的 、 范 围 广阔 的 分 形 理论 与 应 用 . 
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第 1 章 数学 基础 


本 章 将 复述 在 本 书 中 用 到 的 一 些 基 本 数学 概念 和 符号 : 1.1 节 和 1.2 节 分 别 简 
明 地 介绍 了 集合 论 和 函数 论 , 对 这 些 内 容 不 熟悉 的 读者 可 以 参考 更 详细 的 数学 分 析 
教材 ; 测度 和 质量 分 布 在 分 形 理论 上 起 着 重要 的 作用 , 1.3 节 给 出 一 种 适合 于 需要 的 
方法 , 通过 让 读者 相信 某 个 测度 的 存在 能 够 避免 许多 与 测度 理论 相 联 系 的 技巧 上 的 
困难 ; 1.4 节 给 出 了 有 关 概 率 论 的 一 些 注 记 , 理解 这 些 对 于 学 习 第 15 章 和 第 16 章 是 
必要 的 . 


1.1 集合 论 基础 


本 节 回 忆 集 合 论 和 点 集 拓扑 理论 的 一 些 基 本 概念 . 

本 书 一 般 只 在 n 维 欧 氏 空间 R” 中 讨论 问题 , 这 里 R =R 为 实数 集合 或 “ 实 
直线 ”; R? 为 ( 欧 几 里 得 ) 平面 . R” 中 的 点 通常 用 小 写字 母 来 表示 , 如 x,y 等 , 有 时 
也 用 坐标 形式 表示 , 如 r = (71,… ,Xn)y = (组 ,… ,yn)，R"” 上 的 加 法 运算 和 数 科 
运算 以 通常 的 方式 定义 , 即 x+y = (z1 十 ,Yn 十 yn), 和 AT = (和 T1,……, 和 Tn), 这 
里 入 是 实数 . R” 上 的 欧 几 里 得 距离 或 度量 为 通常 的 欧 几 里 得 距离 , 即 : R” 中 的 两 
点 zy 之 间 的 距离 为 |z 一 y| = (iL, lei yil). 特别 地 , 对 x,y,z E R”, 有 三 角 
不 等 式 |z 十 y| < |zx| 十 |y 和 反 向 三 角 不 等 式 |x 一 y| > llel- iul, 及 度量 三 角 不 等 式 
|z — y| < |z — z| + |z — yl. 

集合 一 般 指 R?” 中 的 子 集 , 用 大 写字 母 来 表示 , 如 E, F, U 等 . 通常 , ze E 表示 
点 z 属于 集合 E, 而 ECF 表示 集合 EIRA FEHB, 记 {z :条 件 } 表示 由 满 
E “条件” 的 zx 组 成 的 集合 . 经 常 出 现 的 集合 用 特殊 的 符号 来 表示 : 空 集 , 即 不 包括 
任何 元 素 的 集合 , 记 为 Oo; 由 全 体 整 数组 成 的 集合 记 为 Z; 由 全 体 有 理 数 组 成 的 集合 
记 为 Q. 用 上 标 “+” 表 示 和 集合 中 的 正 元 素 , 于 是 及 + 表示 正 实数 集 , Z+ 表示 正 整 数 
R. 有 时 , 由 全 体 复 数组 成 的 集合 记 为 C, 由 于 复数 zl 二 izs 与 平面 上 的 点 (21,22) 
相对 应 , 所 以 很 多 情况 下 把 C 看 成 与 平面 R? 是 同 构 的 . 

中 心 在 点 zx, 半径 为 了 的 团 球 定义 为 Ba, r) = {y :|x —y| <r}; 类 似 地 , 开 球 
定义 为 B?(z,7) = {y : ly- r| <r}. 于 是 闭 球 包含 作为 边界 的 球面 , 而 开 球 则 不 包 
SER. 当然 R? 中 的 球 是 一 个 圆 盘 , 而 R! 中 的 球 是 一 个 区 间 . 如 果 a < 5b, id ia, b] 
Fern la] KR {r:a <z <b}; 而 (a,b) 表示 开 区 问 {x :a <x < by 同样 地 , la, b) 表示 
半 开 区 间 {x :a <r <b} 等 等 . 
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集合 {y= (1 Yn) - Yi 一 Ti| < rt = 1,---,n} 表示 中 心 在 点 L = (Bire En) 
边 长 为 27 的 坐标 立方 体 . (及 ”中 的 坐标 立方 体 为 正方 形 , R1 中 的 坐标 立方 体 为 一 
区 间 . ) 

有 时 我 们 用 As 表示 集合 A 的 6 邻 域 , 或 称 4 的 6 平行 体 , 即 As 表示 与 4 中 
点 的 距离 不 大 于 6 的 点 的 集合 , 即 As = {x : 存在 4 中 的 点 y, 使 |z — yl < 5} (RE 
1 


由 属于 集 ARER B 的 点 组 成 的 集合 称 为 集 4 与 集 B 的 并 集 , 记 为 AUB; 
HARTE 4 又 属于 集 B 的 点 组 成 的 集合 称 为 集 4 与 集 B 的 交集 , WA ANB. 
更 一 般 地 ， U Aa 表示 任 一 集合 类 {A SHIR, 即 由 至 少 属于 A. 中 之 一 的 点 组 成 
的 集合 ; 而 门 4。 表示 集合 类 {4。} 的 交集 , 即 由 属于 所 有 A 的 点 组 成 的 集合 . 一 集 
类 称 为 不 相交 的 , 假如 集 类 中 的 任意 两 集合 的 交集 为 空 集 . 由 属于 集 4 但 不 属于 集 
B 的 点 组 成 的 集合 称 为 集 ASR B 的 差 集 , 记 为 A\B. BR"\A 称 为 集 4 的 余 集 . 

所 有 有 序 对 {(a,b) : a E€ A,b E€ B} 组 成 的 集合 称 为 集 4 SH B 的 乘积 (第 卡 
JL) Æ, WX A x B,GACR", BCR”, WAxBcCR™™. 

GAM BAR" OR, 入 为 实数 , 定义 集合 的 向 量 和 为 4 二 已 ={z+y:ze 
A,y E B}, RRA AA = {Az: cE A}. 

一 个 无 穷 集合 4 称 为 可 数 的 , 假定 它 的 元 素 可 以 列 成 zi x2,… 的 形式 , 集 4 
的 每 一 元 素 出 现在 列 中 的 指定 位 置 上 ; 否则 称 集 4 为 不 可 数 的 . 集 Z 与 集 Q 都 是 
可 数 的 , 但 R 是 不 可 数 的 . 注意 : 可 数 个 可 数 集 仍 是 可 数 的 . 

A 为 任意 非 空 的 实数 集合 , ME A 的 上 确 界 sup A 是 使 得 对 所 有 的 ze 4 都 
AD ™ 成 立 的 最 小 数 m; 若 这 样 的 数 m 不 存在 , 则 其 上 确 界 为 oo. 同样 地 , 集 4 
的 下 确 异 inf 4 是 使 得 对 所 有 的 ze 4 都 有 z > m 成 立 的 最 大 数 m, 若 这 样 的 数 不 
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FE, 则 其 下 确 界 为 -oo0. 集合 的 上 确 界 与 下 确 界 直观 地 被 认为 是 集合 的 最 大 值 与 
最 小 值 , 但 要 注意 到 上 确 界 与 下 确 界 不 一 定 是 集合 中 的 元 素 , 比如 sup(0,1)=1, 但 是 
1 ¢ (0,1). 用 supren) 表示 括号 内 的 数 集 的 上 确 界 , 这 个 数 是 由 z Bok B 中 所 有 
值 而 得 到 的 . 

R” 中 ( 非 空 ) FÆ 4 的 直径 |4| 定义 为 4 中 任意 两 点 间 的 最 大 距离 , 即 |4| = 
sup{|z — y| : x,y E A}. Æ R” 中 半径 为 7 的 球 的 直径 为 2r, 边 长 为 6 的 立方 体 的 
直径 为 vyn. R 4 称 为 有 界 的 , 假如 它 有 有 限 的 直径 , 或 者 等 价 地 它 可 以 包含 于 某 
个 (充分 大 的 ) ERA. 

序列 的 收敛 与 通常 定义 一 样 . 我 们 称 当 大 一 co, R” 中 的 序列 {xk} 收敛 于 Rn 
中 的 一 点 Z REISE © > 0, 存在 数 K, 使 得 当 上 > K OM, |zk —2| < c, 也 就 是 
zx 一 了 | ÉF 0. 数值 r 称 为 该 序列 的 极限 , 记 为 zk 一 x(k 一 œ), 或 者 jim ZK = 7. 


把 上 面 描述 的 有 关 球 的 “ 开 ” 与 “ 闭 ” 的 思想 应 用 到 更 一 般 的 集合 上 . 直观 地 ， 
右 一 个 集 包 含 它 的 边界 便 称 其 为 闭 的 , 若 它 不 包含 其 边界 的 任何 点 则 称 其 为 开 的 . 
更 严格 地 讲 , R” 的 子 集 4 称 为 开 的 , 如 果 对 4 中 所 有 的 点 z, 都 有 以 z 点 为 中 心 
具有 正 半 径 的 球 B(z,r) 含 于 集 4 中 . 称 集 4 为 闭 的 , 如 果 集 4 中 的 任 一 收敛 序列 
{re} KAF) R” 上 的 点 z, 而 z 在 4 中 ( 见 图 1.2). Ro R 被 认为 既是 开 的 又 
是 财 的 . 


(a) (b) (c) 


图 1.2 (a) 开 集 一 一 存在 包含 于 集 内 的 以 集中 任 一 点 为 球 心 的 球 ; (b) 闭 集 一 一 BAL 
何 收 令 的 点 列 的 极限 点 都 在 集 内 ; (c) (a) 或 (b) 中 集 的 边界 


可 以 证 明 集 4 为 开 的 其 充 要 条 件 是 它 的 余 集 为 闭 的 . 任意 多 个 开 集 的 并 为 开 
R, 任意 有 限 个 开 集 的 交 为 开 集 ; 任意 多 个 闭 集 的 交集 为 闭 集 , 任意 有 限 个 闭 集 的 并 
AAS ( 见 练习 1.6). 

集 4 称 为 点 x 的 邻 域 , 假如 存在 以 点 z 为 中 心 的 某 个 (小 ) RR B(z,r) 包含 于 
A 中 . 
所 有 包含 集 4 的 闭 集 的 交集 称 为 4 的 闭 包 , 记 为 A; 所 有 包含 于 集 4 中 的 开 
集 的 并 集 称 为 4 的 内 部 , 记 为 int(A). 4 的 闭 包 是 包含 4 的 最 小 闭 集 ; 4 的 内 部 
是 包含 于 4 的 最 大 开 集 . 4 的 边界 94 = A\int(4), 因此 xz e OA 当 且 仅 当 对 任意 
r > 0, ÈR B(x,r) BS A 相交 , 也 与 4 的 余 集 相交 . 
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集 B 称 为 集 4 的 稠 子 集 , 假如 BC A c B, 即 对 于 集 4 的 每 一 点 都 有 集 B 中 
的 点 与 其 任意 接近 . 

R 4 称 为 紧 的 , 假如 对 任意 覆盖 4( 即 并 集 包 含 A) 的 开 集 类 中 都 存在 有 限 个 
HAV Be A. 在 数学 上 紧 性 是 一 个 非常 有 用 的 性 质 , 它 能 使 满足 一 定 条 件 的 无 穷 
多 和 集合 归并 为 有 限 多 个 .然而 , 就 本 书 而 言 , 把 R 中 的 紧 子 集 看 成 是 有 界 财 集 即 
可 . 

任意 紧 集 类 的 交集 仍 为 紧 的 , 可 以 证 明 , 如 果 Ay > Aa 2 … 为 一 不 增 的 紧 集 序 
列 , 则 交集 A A; 是 非 空 的 , 见 练习 1.7. 同时 , 如 果 对 于 某 个 开 集 V, A A; 包含 于 


V 中 , 则 存在 某 个 k 使 有 限 交集 Å Ai 也 包含 于 VV 中 


R” 的 子 集 A 称 为 连通 的 , 假如 不 存在 两 个 开 集 U 与 V, 使 得 UUV 包含 4， 
而 ANU 5 ANV 非 空 且 不 相交 . 直观 地 , WRR 4 Re “ER” 组 成 , 则 认为 
它 是 连通 的 . 包含 点 x 的 最 大 连通 集 称 为 点 r 的 连通 部 分 , 集 4 称 为 全 不 连通 的 ， 
假如 它 的 每 一 点 的 连通 部 分 仅 含 这 一 点 . 对 于 集 4 中 的 任意 两 点 z y, 如 有 果 仔 在 
不 相交 的 开 集 U 5 V, 使 得 ze U,yeEV, 且 A CULUV, 显然 集 4 是 全 不 连通 的 . 

还 必须 进一步 提 到 一 种 集 类 , 然而 不 直接 给 出 它 的 精确 定义 , 对 本 书 读者 不 会 
有 太 大 的 妨碍 . 这 就 是 博 雷 尔 集 类 , BPR” 中 满足 下 列 性 质 的 最 小 集 类 . 

(a) 每 一 个 开 集 和 每 一 个 闭 集 都 是 博 雷 尔 集 . 

(b) 任意 有 限 个 博 雷 尔 集 的 交 或 并 , 任意 可 数 个 博 雷 尔 集 的 交 或 并 都 是 博 雷 尔 
集 . 

实际 上 , 在 本 书 中 人 们 感 兴 趣 的 任何 R” 的 子 集 都 是 博 雷 尔 集 . 所 以 由 任意 可 
数 个 开 集 或 闭 集 的 并 或 交 所 构 翅 的 集 仍 为 博 雷 尔 集 .如 采 我 们 假定 书 中 所 遇见 的 
集 都 是 博 雷 尔 集 , 读者 在 学 习 本 书 所 论述 的 这 些 内 容 时 是 不 会 有 多 少 偏差 的 . 


1.2 ”函数 和 极限 


X,Y 为 任意 集 . MX BY MPR. BAMA ERS, 是 指 对 于 X 中 的 
每 一 点 r, WA Y 中 一 点 f(c) 与 之 对 应 的 一 种 规则 或 公式 . 用 f : X 一 Y 表示 这 
种 情形 , X PRA f 的 定义 域 ,Y 称 为 f 的 值 域 . 如 果 4 是 XX 中 的 任 一 子 集 , 则 我 们 
id f(A) 表示 4 的 映像 {f(z) : ce A}. 如 果 B H Y 的 任 一 子 集 , Wf’ (B) 表示 8B 
HE oR BY BRR, 也 就 是 集合 {x eX: f(z) € B}, 注意 到 , 一 个 单 点 的 原 像 能 
够 包含 多 个 点 . 
”函数 PX 一 了 称 为 单 射 或 一 一 函数 , MR oc Hy, WI f(x) A f(y); BX PA 
CRRA ee Y 中 的 不 同 元 素 . 函数 三 称 为 满 射 或 映 上 函数 , 假如 对 Y 中 的 每 
一 元 和 素 y, WA X 中 的 元 素 x, 使 得 f(x) =y; 即 Y 中 的 每 一 元 素 都 是 X 中 某 元 素 
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的 像 . 若 一 个 函数 既是 单 射 又 是 满 射 , 则 称 其 为 X,Y 之 间 的 双 射 或 一 一 对 应 关 
BGS X OY 为 一 双 射 , WWE MAR BRS: Y OX, fly) 表示 X 中 使 
得 f(x) = y 的 唯一 的 元 素 x. 所 以 , Wa ce xX A fife) = zx; 对 yeEY 有 
f(f-"Y)) =y. 

函数 f : X 一 了 SRM: Y ZWAAR ELAKA goof: X - Z, W 
E (go f)(x) =g(f(x)), 显然 这 个 定义 可 以 推广 到 任意 有 限 个 函数 复合 的 情形 . | 

KR 到 R” 的 某 些 函数 具有 特殊 的 几何 意义 , 在 这 个 意义 上 它们 通常 被 称 为 
变换 , 用 大 写字 母 表 示 , 意义 如 图 1.3 所 示 . 变换 S: R” RR 称 为 全 等 变换 或 
保 距 变换 , 假如 它 保持 距离 不 变 , 即 对 x,y € R®,|S(x) — S(y)| = jz —y|. 全 等 变 
换 也 保持 角度 不 变 , 把 集 变 换 到 一 个 几何 全 等 集 . 特殊 情况 包括 平移 , 即 具 有 形式 
S(x) =x +a HER, 在 这 个 变换 中 , 所 有 的 点 都 移动 了 一 个 与 a 平行 的 癌 量 ; 还 有 
中 心 在 a 的 次 转 5, WE S(x) 一 a| = |e 一 al( 为 方便 起 见 , 可 认为 恒 等 变 换 I[(z) = x 
为 一 旋转 变换 )， 反 射 是 将 点 映射 到 关于 某 个 (n 一 1) 维 超 平面 对 称 的 镜像 点 . 全 
等 变换 可 由 旋转 与 平移 的 复合 而 得 到 ， 即 不 包括 反射 ， 它 也 称 为 刚体 运动 或 直接 
全 人 等. 变换 5 : R? 一 R” 称 为 相似 变换 , 假如 存在 常数 c, 使 得 |S(x) — S(y)| = 
clz—yl|, zy € R. 相似 变换 把 集 变换 成 一 个 几何 相似 的 集 , 它们 的 相似 比 是 


AF c. 


直接 全 等 或 刚体 运动 (JERR) 全 等 


相似 


图 1.3 对 集 4 各 种 变换 的 作用 


变换 T : R 一 R 称 为 线性 的 , 假如 它 满足 T(z +y) = T(r) + T(y)' 及 
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T(Az) =AT(z),2,y ER", ACR. 线性 变换 可 以 按 通 常 的 方法 用 相应 的 矩阵 表示 . 
线性 变换 T 称 为 非 奇 异 的 , 假如 T(z) = 0 当日 仅 当 z = 0 时 成 立 . aS: R o R” 
具有 形式 S(z) = T(x) +0, 这 里 人 为 非 奇 异 线性 变换 ，ua AR 中 一 点 ; 则 5 称 为 
仿 射 变换 或 仿 射 . 仿 射 可 以 认为 是 裁剪 变换 ; 它 在 不 同方 向 可 以 有 不 同 的 压缩 或 扩 
ak. 然而 , WR T 是 正 交 的 , 则 5 是 全 等 的 ; 4T 是 数 乘 的 或 者 是 一 个 正 交 变换 , N 
T 是 相似 的 . 

需要 指出 的 是 , 这 类 变换 在 映射 的 复合 下 构成 群 . 例如 , 两 个 平移 的 复合 仍 为 一 
平移 , 恒 等 变换 可 看 为 是 零 平移 , FEUER TE. 最 后 , 对 所 有 平移 S,T,U 
有 结合 律 : So(ToU)=(SoT)oU. 全 等 变换 、 刚 体 运动 、 相 似 变 换 及 仿 射 变换 也 
分 别 具 有 类 似 于 群 的 性 质 . 

KS S: XY 称 为 指数 为 a 的 Holder HR, 如 果 存 在 某 个 常数 c > 0, 使 得 


If(z)-fwl<cle—-yl" (zx,yeX). 
当 a = 1 时 , 称 为 利 善 希 茨 函 数 , 即 : 
Ho 一 和 cz 一 外 (eye xX), 
如 果 对 0 < cl < cz < co， 
alz—yl<|f(z)-fwy)l<clz—y (x,y € X) 


这 时 f 和 广 !: f(X) 一 X 都 是 利 普 希 欧 函 数 , 则 称 函 数 S 为 双 利 普 希 英 函 数 

下 面 复 习 函 数 极限 与 连续 等 基本 概 食 ; 设 久 与 Y 分 别 是 R" 5 R” 的 子 集 , 又 
BPX 一 了 为 一 函数 , a H X 中 的 点 , 称 当 Zz BT wa 时, f(z) 有 极限 y( 或 赵 于 或 收 
A Fy), 如 果 对 任意 给 定 的 s > 0, 存在 6 > 0, 使 得 对 任意 x eX, 当 |x 一 a| < ô 时， 
f(z) 一 yl < e 并 表示 成 , 4 ra, f(z) > y & lim f(x) = y. 对 函数 f: XR, 
称 当 z 一 a 时 f(z) ETER WA f(z) 一 00), 如 果 对 任意 给 定 的 M, AE ô > 0， 
使 得 当 jz 一 a| < 6 时 , f(x) > M; 可 以 类 似 地 给 出 f(x) 一 一 00 的 定义 . 

RAR f : R+ OR. 我 们 经 常 对 当 x 是 很 小 的 正 值 时 , 所 对 应 的 函数 值 的 变 
化 很 感 兴趣 : 注意 如 果 f(x) 随 z 的 减少 而 违 增 , 则 lim f(x) FE, E 或 是 一 有 限 极 
限 或 是 +00; 如 果 f(z) 随 x 的 减少 而 递减 , 则 极限 lim f(x) 存在 , 它 或 是 有 限 的 或 
是 —00. 当然 , 对 于 很 小 的 x, f(e) 可 以 剧烈 波动 , 则 lim f(x) 根本 不 存在 . 一 般 用 
下 极限 和 上 极限 来 描述 这 些 波 动 . 定义 下 极限 为 


lim f(z) = lim (inf { f(z) :0<a2<r}). 
T— 0 条 一 个 
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ALA inf{ f(r): 0<a<r} RAR ATS EZ rv 都 为 —oo, 或 随 7 递减 而 增加 , 所 以 
lim f(z) 总 是 存在 的 . 类 似 地 , 定义 上 极限 为 


lim f(z) = lim (sup; f(z) [0<2<r}). 


对 任何 函数 f, 下 极限 和 上 极限 都 存在 (为 实数 或 -oo 或 +00), 并 且 表现 出 了 = Ë 
近 于 0 时 S 值 波动 的 情形 ( 见 图 1.4)， 显 然 ,lm f(z) < Tim f(x); 如 果 下 极限 和 上 
极限 相等 , 则 lim f(z) 存在 且 等 于 这 个 共同 值 . 注意 如 果 > >0 时 , f(z) < gle) , 则 
有 lim f(z) < lim g(x) 和 lim f(z) < Tim g(a) . HEY f: X > R, Ñ s> a i, 
可 以 类 似 地 定义 其 下 极限 和 上 极限 , 这 里 X 是 Rn 的 子 集 , H ac X. 


lim f (x) 
x0 


f(x) 


图 1.4 pee ERER PRP 


经 常 需 要 在 zx 的 值 很 小 时 比较 两 个 函数 f,g : Rt 一 R, 这 里 可 以 用 f(z) ~ 
g(x) 表示 jz)/g(z) > 1(z > 0). 还 用 到 f(x) ~ 2° 的 形式 , 意思 是 , 当 x 很 小 时 , f 
近似 服从 指数 为 s ARE. 用 记号 f(z) ~ g(x) 很 不 严格 地 表示 f(x) 与 g(z) 在 
某 种 意义 下 近似 相等 , 在 特殊 的 情形 中 需要 特别 的 说 明 . 

PER S: XY EX Po Ries, MRS r — aht, f(z) 一 f(a); 称 
TE XLE, MRE X PHBA AMES. 特别 要 指出 的 是 , 利 普 希 获 函数 和 
Holder 函数 都 是 连续 函数 . af: X 一 Y 是 具有 连续 道 映射 S: Y 一 六 的 连续 
双 射 , 则 称 f 为 同 胚 映射 , X 与 Y 称 为 同 胚 集 . 及 ”上 的 全 等 变换 、 相 似 变换 、 仿 射 
变换 都 是 同 胚 映射 的 例子 . 
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AER 有 : R 一 RR 在 z 点 可 徽 目 有 导数 户 (z), 如 果 
en f@ +H) = F(a) _ 


lim A f (7). 
特别 地 , 中 值 定理 成 立 , 即 如 果 a <b, f 在 [a,b] 上 可 微 , 则 存在 c, a < c < 5 使 得 
f(b) ~ f(a) sgt 
sa =F) 


(直观 地 , f 的 图 中 的 任意 弦 平 行 于 过 某 一 内 点 的 f 的 切线 ). 称 函 数 f 为 连续 可 微 ， 
如 果 f(z) 在 r AEB. 

更 一 般 地 , Æ f: R 一 R?", 称 了 在 z 点 可 微 昌 具有 导数 即 线性 映射 f(x): 

R” 一 R”, mF 
am Leth) fla) oh _ 4 
|h| +0 |A] 

有 时 , 我 们 对 函数 序列 fk: X Y 的 收敛 感 兴趣 , 这 里 X 与 Y 是 欧 几 里 
得 空间 中 的 子 集 ， 称 函数 序列 fe 逐 点 收敛 于 函数 f: X 一 了 如 果 对 于 X 中 
的 每 一 r, 当天 一 oo 时 ， fele) 一 fix) RAAE, MRM k 一 oo 时 ， 
sup sex fele) —f(a)| 0， 一 致 收敛 是 比 逐 点 收敛 更 强 的 性 质 , 它 在 X 中 的 每 一 
点 接近 极限 点 的 速率 都 是 一 致 的 . PR fe 是 连续 的 且 一 致 收敛 于 S, 则 f 是 连续 
的 . 

最 后 , 我 们 要 说 明 对 数 总 是 取 以 e 为 底 的 自然 对 数 . 回想 一 下 , 我 们 知道 : 对 于 
a,b > 0, A In ab=Ina+1nb; 对 于 实数 c 有 lna = cna. 经 常用 到 等 式 ae = beina ind, 
FH Pt a0 a a FY Iz BAR, 所 以 , 对 于 z > 0, 有 e? =a, 以 及 对 ye R, 
有 ne =y. 


1.3 MEMS th 


了 解 了 测度 知识 , 才 可 能 深入 研究 分 形 数学 . 许多 人 被 测度 理论 的 名 字 所 吓 倒 ， 
实际 上 也 不 必要 , 因为 大 部 分 的 分 形 应 用 只 是 需要 很 少 一 点 的 测度 理论 基本 概念 . 
而 且 这 些 概念 与 基础 物理 中 经 常 遇见 的 质量 人 负载 或 电荷 分 布 是 相 类 似 的 . 

本 书 中 仅 需 涉及 到 R” 子 集 的 测度 . 测度 基本 上 只 是 赋予 集合 数值 “大 小 ”的 
一 种 方式 ; 如 果 集 是 以 合理 的 方式 分 解 为 有 限 或 可 数 个 部 分 , 则 整体 的 数值 应 该 是 
所 有 各 部 分 数值 之 和 . 

Ry AR” 上 的 测度 ,如果 对 于 R” 中 的 每 一 子 集 , u 赋予 一 个 非 负数 , 也 可 能 
为 œ, 使 : 

(a) u(@) = 0; (1.1) 
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(b) u(A) < p(B), Æ AC B; (1.2) 
(c) 如 果 Ay, 42,… 为 一 可 数 (或 有 限 ) 集 序列 , 则 


OO 


w(UAr) < Dn) (1.3) 


t=] 


如 果 A, 为 互 不 相交 的 博 雷 尔 集 , 则 式 (1.3) 取 等 号 , 即 ， 
„(Ü 4:) = > H(Ad. (1.4) 


称 u(4) 为 集 4 的 测度 , 并 将 (A) 看 做 以 某 种 方式 测量 4 所 得 的 数值 . 条 件 
(a) 说 明 空 集 具有 零 测 度 , 条 件 (b) 说 明 “ 较 大 的 集 具有 较 大 的 测度 ”, 条 件 (c) wH 
如 果 一 个 集合 为 可 数 个 集合 (可 互相 重重 ) 之 并 , 则 所 有 各 部 分 的 测度 之 和 至 少 等 
于 整体 的 测度 ; 如 果 集 可 以 分 解 为 可 数 个 互 不 相交 的 博 雷 尔 集 的 并 , 则 所 有 各 部 分 
测度 之 和 等 于 整体 的 测度 . 


技术 注 记 对 于 将 遇 到 的 测度 , A (1.4) 对 比 博 雷 尔 集 更 广 的 一 尖 集 也 音 遇 成 
立 , 特别 地 , 对 博 雷 尔 集 的 所 有 连续 映像 集 也 是 如 此 . 然而 , 由 于 某 种 原因 , 在 这 里 
一 般 不 能 要 求 式 (1.4) 对 每 一 可 数 互 不 相交 集 类 A; 也 成 立 . AR BEW HI EE a 
道 : 通常 将 “使 博 雷 尔 集 是 其 可 测 集 的 R* 上 的 外 测度 ”定义 为 R* 上 的 测度 . 然 
而 , 为 了 避免 频繁 地 提 及 “可 测 集 ”, 还 是 把 A) 定义 在 所 有 的 集 4 上 更 方便 一 
些 , 因为 我 们 通常 对 博 雷 尔 集 的 测度 感 兴趣 , 所 以 选取 博 雷 尔 集 而 非 较 大 的 集 类 使 
R (1.4) 成 立 便 足 够 了 . 车 u 对 博 雷 尔 集 定义 且 满 足 式 .(1.1)~(1.4), WAT RR 
式 (1.1)~(1.3) 把 u 拓 广 成 所 有 和 集 上 的 外 测度 , 所 以 这 里 的 定义 与 通常 的 定义 是 一 
致 的 . 


如 果 AD B, M A 可 以 表示 成 不 交 并 A = BUB), 所 以 从 式 (1.4) BPS 
Fi, Æ A,B 为 博 雷 尔 集 , 出 


p(A\B) = 4(A) — p(B). (1.5) 


类 似 地 , Æ ALC 42 C … 为 一 递增 的 博 雷 尔 集 序列 , 则 


Jim 1(Ai) = w( U As). (1.6) 
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为 了 看 清 这 一 点 , 注意 到 ÜU A = 41U(42\A1) U(4s\42) U- 是 不 交 并 , 所 以 


n(A: = p(41) + (H(i) 一 MCA) 


i=1 
k 
= p(Ar) + lim > (u(Ai+1) — u(As)) 
i=l 
= lim (Ar). 


更 一 般 地 , G6 > 0, hs EE 4 递减 而 增 大 的 博 雷 尔 集 , 即 当 0 < 6 e 时 , 有 
As C A5, 则 


lim p(As) = u( U As). (1.7) 


测度 的 支撑 是 指 测度 所 集中 的 集 . 精确 地 讲 , 测度 1/ 的 支撑 , 记 为 spt u, 是 指 
满足 u(R"\X) = 0 的 最 小 闭 集 X. 测度 的 文 撑 总 是 闭 的 , z 在 支撑 中 的 充 要 条 件 
是 : 对 于 所 有 正 有 理 数 7, 都 有 p(B(z,7)) > 0. 称 AR A 上 的 测度 , 假如 4 包含 
u SCHR. 

通常 将 在 了 ”的 有 界 子 集 上 满足 0 < uR”) < oo 的 测度 u 称 为 质量 分 布 , 可 
以 认为 A) 为 集 4 的 质量 . 经 常 直观 好 认为 , 取 一 有 限 质 量 而 按 某 种 方式 分 配 到 
整个 集 X E, 可 得 到 X 上 的 一 个 质量 分 布 ; 有 关 测 度 的 条 件 也 将 满足 . 

下 面 给 出 一 些 测 度 和 质量 分 布 的 例子 . 这 里 一 般 都 略 去 了 关于 满足 上 述 性 质 测 
度 存在 的 证 明 . 证 明 这 样 的 测度 的 存在 性 要 涉及 许多 较 深 的 测度 理论 , 就 应 用 看 来 
它们 的 存在 性 显然 是 合理 的 , 是 可 以 相信 的 . 

例 1.1 计 点 测度 ”对 Rn 中 的 每 一 子 集 A, HA 为 有 限 的 , uA) 就 表示 A 
中 点 的 数目 , 否则 uA) Boo, Mu AR” 上 的 测度 . 

例 1.2 点 质量 设 a 为 R" 中 的 一 点 ,车 4 和 包含 a, 则 (4) 取 1, 否则 取 0， 
则 u 是 一 质量 分 布 , 可 以 把 它 看 成 是 集中 于 a 的 点 质量 . 

例 1.3 R 上 的 勒 贝 格 测度 HKA C 将 “长 度 ” 的 概念 扩展 到 及 上 的 
包括 博 雷 尔 集 在 内 的 大 的 子 集 类 上 ; 对 于 开 和 闭 区 间 , AL (a,b) = L! [a,b] =b-a: 
# A= Ulu bi] 为 一 有 限 或 可 数 互 不 相交 区 间 的 并 , 则 L(A) =E (biai) RAH 


KER, 即 为 各 区 间 长 度 之 和 . 这 就 能 够 在 任意 集 4 上 定义 相应 的 惑 贝 格 测度 Lt 为 : 
LIA) = inf Oa): A 7 is bil ?, 
(A) = in Pa a): AC Ula | 


即 取 AMTRAK MAL, 且 尽 可 能 地 取 最 小 的 区 问 长 度 总 和 . 不 难看 出 在 这 个 定 
MF, A (1.1)~(1.3) 是 成 立 的 ; 但 要 说 明 式 (1.4) 对 不 交 博 雷 尔 集 A 成立 是 比较 困 
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难 的 , 这 里 我 们 回避 了 这 个 问题 . [事实 上 , A (1.4) 对 比 博 雷 尔 集 大 的 一 类 集 “ 勒 由 
格 可 测 集 ”都 成 立 , 但 对 及 的 所 有 子 集 并 不 成 立 .| 及 上 的 勒 贝 格 测度 一 般 被 认为 是 
“长 度 ”, 当 希望 强调 其 意义 时 , 经 常 记 L(A) 为 length(A). 

例 1.4 R” 上 的 勒 贝 格 测 度 关 A={(21,--:,2n) E€ R” : a; < z; Sbi} AR” 
中 的 “坐标 平行 体 ",， 则 A 的 n 维 体积 为 : 


vol (4) 一 (by 一 a1)(b» 一 a2) ce (bn 一 An). 


(当然 , voll AKA, 4° 6) 1.3; vol? AMA; 而 vol 为 通常 的 3 维 体积 ). n 维 勒 贝 格 
测度 可 以 被 认为 是 n 维 体积 在 一 较 大 集 类 上 的 拓 广 . 如 例 1.3, 由 定义 


o9 OO 
Cn (A) = inf { S vo (A): AC U A;} 
i=1 :一 1 


得 到 R” 上 一 测度 , 这 里 下 确 界 是 取 遍 A 的 所 有 坐标 平行 体 鹤 盖 A. 车 4 为 坐标 
平行 体 , 则 有 L(A) = vol (4). 事实 上 , 对 其 体积 可 以 由 通常 测量 办 法 得 到 的 集 , 这 
AY FX Ap RS. 同样, 为 了 直观 一 些 , 有 时 用 area(A) 取代 L(A), 用 vol (4) 取代 
£3(A), 而 用 vo” (A) 取代 L(A). 

有 时 , 需要 定义 R” 中 的 维 平面 X W “Sk BE” RAR, 这 可 以 把 X 看 成 与 R* 
一 样 , 而 对 X 的 子 集 使 用 L* 自然 地 完成 . 

例 1.5 下 线段 上 的 均匀 质量 分 布 R 上 为 平面 中 单位 长 的 直线 段 ,定义 
u(A) = LC (LOAA, PAARL REY “KR”. 因为 车 ANL = Ø, 则 pA) = 0, 
所 以 凡是 支撑 为 工 的 质量 分 布 . 可 以 认为 凡是 由 单位 质量 均 习 地 分 布 在 直线 段 工 
上 所 得 的 质量 分 布 . | 

例 1.6 测度 的 限制 R u AR LHR, PERR 中 的 博 雷 尔 子 集 . 定 
X R” 上 一 测度 v, HAA u ARE LR, OM ESR A 有 (A) = MENA). 
Wve R LHASA E 中 的 测度 . 

本 书 所 涉及 的 最 重要 的 测度 是 R 子 集 上 的 s SSE Ae RE H, 这 里 0 < 
s <n. 这些 测度 将 在 2.1 节 介 绍 , 它们 是 勤 员 格 测 度 在 维 数 不 一 定 是 整数 时 的 推广 . 

下 面 的 方法 通常 用 来 在 及 ”的 一 子 集 上 构造 一 质量 分 布 . EAA ERR E 
的 各 部 分 之 间 重 复 地 进行 质量 分 配 . 设 Eo 由 单个 集 E 组 成 .对 有 = 1,2,---, BE, 
为 五 的 不 交 博 雷 尔 子 集 序 列 , CIE E 中 每 一 集 U 包含 在 Eri 的 某 一 集 之 中 ， 
而 且 包 含有 限 个 Ery PHR. 假定 Er 中 集 的 最 大 直径 当 k> co 时 趋 于 0, 通过 
重复 分 配 , 定义 E 上 一 质量 分 布 ( 见 图 1.5). 设 uE) 满足 0 < ku(B) < œ, 通过 
> w(U;) = ME) 定义 MI) 使 质量 在 E 中 的 Ui, Um 和 集 之 间 分 配 . 类 似 地 ， 
继续 将 质量 分 配 到 £2 中 的 集 上 , 使 得 如 果 Ui ,Um 是 Eo 中 包含 于 E 中 某 个 集 
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U 的 所 有 的 集 , WA Xi- uUi) = uU). 一 般 地 , 对 于 E 中 每 个 集 U, 分 配 质量 使 
之 满足 : 


Su(Ui) = AD (1.8) 


Eq 


E1 


二 


@2) é>). 


图 1.5 通过 重复 分 配 的 方法 构造 质量 分 布 4 的 步骤 . 把 E 集 上 的 质量 
分 配 到 Ek+1 的 集 之 间 , 例如 (UV) = w(U1) 十 AD2) 


这 里 {Ui} 是 Erp 中 包含 于 UV 的 不 交集 序列 的 全 体 , 对 于 每 一 , 设 Ek 为 Ex 中 集 
的 并 集 , 对 任 一 个 满足 AN Er = © WS A, 定义 1(A)=0. 

用 E 表示 由 属于 任 一 个 Ek 的 集 以 及 所 有 具有 R"\Ex 形式 的 集 组 成 的 集 类 , 则 
上 面 的 方法 对 于 6 中 每 一 集 4 定义 了 一 质量 (A). 并 且 下 面 的 说 法 也 似乎 是 合理 
HY, 即 通过 € 中 集 的 组 合 , 能 决定 E EEA ( 博 雷 尔 ) 集 4 的 质量 (A), 所 以 质量 
分 布 是 充分 确定 的 . 确实 , 情况 也 正 是 如 此 , 正如 下 面 的 命题 所 叙述 的 那样 

命题 1.7 设 儿 定义 在 上 面 的 集 类 E 上, 则 见 的 定义 可 以 扩展 到 R 的 所 有 
FRE, 使 得 /为 一 测度 . 若 4 为 博 雷 尔 集 , 则 uA) 的 值 惟一 确定 . wp HKD 
T A Ep 之 中 . 
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证 明 注 记 “ 若 4 为 R* 中 任何 子 集 , + 
u(A) = inf { S (Ui): AC UU AU: € E} (1.9) 


由 于 这 里 的 集 Ui WEE PIF Ae A; 对 这 样 的 集 的 dU) 已 经 有 了 定义 , 因此 
可 取 六 eU) 的 最 小 值 .] BAA E 中 的 集 , 不 难看 出 , A (1.9) 简化 为 构 霹 过 程 
中 确定 的 质量 A. u 满足 测度 的 所 有 条 件 , 以 及 u Æ E 中 集 的 值 决定 了 任 一 博 
雷 尔 集 的 值 的 完整 证 明 是 相当 复杂 的 , 这 里 不 必 了 解 它 . 因为 RE) = 0, £ A 
为 一 开 集 且 对 某 一 与 Ex 不 相交 , 则 有 4(4) = 0, 所 以 对 所 有 k, u 的 支撑 在 Ek 
中 口 

例 1.8 hE, ARAA [r2-*,(r+1)2-*|, KAA 2-* 的 “二 进 制 区 间 ” 组 成 
的 集 类 , 这 里 0 二 7 <2k*-1. 如 果 在 前 面 的 构造 中 取 ufr? (r +1)2-*] = 2-*, a 
u Æ [0,1] ba WR A. 

HA BA, mE IH Ee, 中 长 度 为 2-* 的 区 间 , ho XIE Er 中 长 
度 为 2-*-! 的 两 个 子 区 间 , 则 有 AD = wh) + ul), 即 式 (1.8). 根据 命题 1. 7, u 
可 以 推广 成 [0,1 上 的 质量 分 布 . 对 E 中 的 I, 有 AD =length(/), 可 以 证 明 这 意味 
着 在 任何 集 上 , 4 与 勒 贝 格 测度 一 致 . 口 

如 果 使 某 性 质 不 成 立 的 集 的 /测度 为 零 , 则 称 这 个 性 质 对 几乎 所 有 Zz 成 立 或 者 
几乎 处 处 成 立 (对 测度 p). 例如 , 可 以 说 对 于 勒 贝 格 测度 几乎 所 有 的 实数 是 无 理 数 . 
有 理 数 集 Q 是 可 数 的 , 比如 说 可 以 列 成 xz1,7x2,…, 使 £1(Q) = 21C {ai} = O. 

虽然 一 般 情 况 下 ,， 人们 总 是 对 测度 自身 的 性 质感 兴趣 , 但 有 时 需要 计算 函数 对 
测度 的 积分 . 函数 的 可 积 性 会 涉及 一 些 技巧 上 的 困难 , 但 采用 下 面 的 结果 就 可 以 克 
服 这 种 困难 : 定义 于 R” 中 博 雷 尔 子 集 D 上 的 函数 J: D >R, 对 所 有 实数 a, R 
合 f-1(-o0,a] = {x € D : f(z) < a} 为 博 雷 尔 集 . 相当 大 的 函数 类 满足 这 个 条 件 ， 
包括 所 有 连续 函数 (f-1( 一 o0,a] 是 闭 的 , 所 以 为 博 雷 尔 集 ). 在 本 书 中 假定 所 有 可 积 
的 函数 都 满足 这 个 条 件 , 在 实际 中 可 能 遇 到 的 函数 也 肯定 是 满足 这 个 条 件 的 . 

为 了 定义 积分 , 首先 假定 S: DOR AMY SK, 即 它 仅仅 能 取 有 限 多 个 值 
a1,…,ak. 对 非 负 人 简单 函数 f 定义 对 测度 u 的 积分 为 


k 
J fdu = Y ante: f(2) = ai}. 


BH — AHS AY ARN ft AE I RE. E f : D 一 R AAPA PR ME 
义 它 的 积分 为 


/fn =sup{ /san:9 为 简单 函数 0<0< s} 
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为 了 完成 积分 定义 , 如 果 f 取 正 值 也 取 负 值 , $ f(z) = max{f(z),0}, f_(z) = 
max{—f(x),0}, 所 以 f = f+ —f-. WR J fdu 5 f f-du RAR, 则 定义 


[ ran= f tran- f fa 


对 于 积分 , 所 有 普通 的 性 质 都 成 立 , 比如 


f oroan= art fo an 


和 fatau=a | fan 
和 为 比例 常数 . 积分 也 有 单调 收 伍 定理 , 即 如 果 fe: D> 了 是 一 不 降 的 非 负 函 数 序 


AEKA GEA F f, M 
lim J 六 dr = J fàn. 


如 果 A 是 D 的 博 雷 尔 子 集 , 在 集 4 上 定义 积分 


| san= | txadn 


这 里 x4 : R” > RY RAB’, 即 如 果 z HE 4 中, N xal) = 1 和 否则 xa(z) =O. 
注意 到 , f(x) >0 且 J fdn = 0, 则 对 于 测度 u, f(z) = 0 几乎 处 处 成 立 
通常 , 积分 有 多 种 表示 形式 , 如 J fàn, J f 或 者 J f(z)du(z), 它 随 需要 的 着 重 

点 不 同 而 定 . 当 hi 为 n 维 勒 贝 格 测度 Cn, 通常 用 f fda 或 J f(z)dz 代表 J fac”. 
有 两 个 场合 将 要 用 到 Egoroff 5. 设 D 为 Rn 的 博 雷 尔 子 集 , u 为 测度 量 

u(D) < œ. B firsa MS AA DAR KHAR, EX D 中 的 每 一 z 都 

有 fl) > f(a). Egorof 定理 指出 , 对 任意 的 5 > 0, 存在 D 中 的 博 雷 尔 子 


集 E, 使 得 u(D\E) < ô, HEFJI {fe} 在 E 上 一 致 收敛 到 f, 4 k 一 œ 时 ， 
sup \fn(x) — f(x)| 一 0. 对 于 书 中 将 涉及 的 测度 , 可 以 证 明 总 是 能 取 集 E 为 紧 的 . 


1.4 ”有关 概 率 伦 的 注 记 


为 了 理解 本 书后 部 分 一 些 章 市 的 内 容 , 需要 一 些 概率 论 的 基础 知识 . 这 里 给 出 
所 需 概 念 的 简单 评述 . 

概率 论 首 先 涉及 实验 或 试验 的 概念 , 即 对 所 有 实际 目的 , 结果 不 能 预先 确定 的 
一 个 行为 . 这 个 试验 在 数学 上 用 概率 空间 来 描述 , 它 有 三 个 组 成 部 分 : 试验 的 所 有 
可 能 结果 的 集 , 使 试验 的 结果 可 能 发 生 的 所 有 事件 , 这 些 事件 可 能 性 的 估计 . 例如 ， 
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BAET, 可 能 的 结果 是 {1,2,3,4,5,6} , 可 能 发 生 的 事件 包括 “ 投 出 一 个 3”,“ 投 
出 一 个 偶数 ”,“ 投 出 4 点 以 上 ”. SF SERS”, 有 理由 估计 六 种 结果 的 可 能 性 
是 相等 的 . 
一 个 试验 的 所 有 可 能 结果 的 集 称 为 样本 空间 , AO. 与 实验 结果 相 联 系 的 
有 趣 问 题 总 可 以 用 9 中 的 一 组 子 集 来 表示 . 在 上 面 的 例子 中 , “是 不 是 投 出 一 个 奇 
数 ?” 也 可 以 问 成 “结果 是 不 是 在 子 集 {1,3,5} 中 ?”. 用 这 样 的 方法 把 一 个 依赖 于 试 
验 结果 的 事件 与 0 的 一 个 子 集 联系 起 来 . 在 概率 论 中 , 自然 地 认为 并 集 AUB 表示 
“AMA BR”, 交集 4 门 B 表示 “4 与 B 同时 发 生 ”, RR Q\4 表示 “4 不 发 
E”, 这 里 A, B 为 任意 事件 . 一 般 地 , O 中 令 人 特别 感 兴趣 的 子 集 构成 的 子 集 类 F 
称 为 事件 集 . TERR THOT, 下 通常 取 9 的 所 有 子 集 构成 的 集 类 ; 但 在 较 复 杂 
的 情形 下 , 相对 较 小 的 子 集 类 可 能 更 合适 些 . 通常 , 三 满足 一 定 的 条 件 , 例如 , 如 果 
对 一 个 事件 的 发 生 感 兴趣 , 也 会 对 这 事件 的 不 发 生 同 样 感 兴趣 , PL A HE F h, 
一 般 总 是 希望 余 集 Q\4 在 F P. 称 由 样本 空间 中 的 子 集 构 成 的 ( 非 空 ) 子 集 类 为 事 
件 空间 , 如 果 它 满足 : 
AE, 只 要 AE (1.10) 


LJ) Ai EF 只 要 AEF (1<i< oo). (1.11) 
i=l 


从 这 些 条 件 得 到 © 和 9 REF 中 ， 并 且 只 要 A, B 和 A; ME F P, 则 A\B 和 

A A; 都 属于 F. 对 我 们 的 应 用 而 言 , 一 般 不 明确 指出 F, 这 避 开 了 论证 相应 的 事件 
空间 的 存在 性 的 技术 困难 

其 次 , 用 事件 4 发 生 的 概率 或 可 能 性 P(A) 将 概率 与 事件 联系 起 来 . 称 了 为 概 


率 或 概率 测度 , 如 果 了 使 大 中 每 个 事件 4 对 应 一 个 数值 P(4), 并 使 下 面 的 条 件 成 
VW: 


O<P(A)<1 对 任意 的 AEF, (1.12) 
P(g)=0 #1 P(Q) =1, (1.13) 

若 A 42… AF 中 不 交 事 件 , 则 
P(U Ai) = 2_,P(Ai). (1.14) 


任何 概率 的 定义 都 要 满足 这 些 条 件 , 这 似乎 是 很 目 然 的 . 
如 果 下 是 由 Q 的 子 集 构成 的 事件 空间 , P 是 定义 于 入 的 集 上 的 概率 , 则 称 三 
位 一 体 的 (Q, F, P) 为 概率 空间 . 
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对 于 掷 般 子 试 驻 , 可 以 使 2 = {1,2,3,4,5, 6}, 事件 空间 是 由 9 中 所 有 子 集 构成 
的 , P(A) 等 于 1/6 RA 4 中 元 素 的 个 数 . 这 里 说 的 是 每 个 结果 发 生 的 可 能 性 相等 
A EART 的 情形 . 

在 很 多 情况 下 , 9 是 个 无 限 集 . 例如 2 = [0,1], 从 [0, 1] 中 任 取 一 个 随机 数 , 该 
随机 数 属于 集 A 的 概率 P(A), 则 P(A)=length(A). 这 里 事件 空间 就 是 [0, 1] 的 博 
ERTA. 

称 之 为 概率 测度 并 不 是 什么 巧合 , 概率 的 定义 与 式 (1.1)~(1.4) 中 的 测度 定义 
是 相 类 做 的 . 如 果 以 O 对 应 到 R”, 以 事件 空间 对 应 到 博 雷 尔 集 , 则 概率 和 测度 基本 
上 就 是 一 样 的 了 . 

在 书 中 后 部 分 的 应 用 中 , 特别 对 实际 上 必然 发 生 的 事件 (在 相当 大 的 样本 空间 
H) 感 兴 趣 . 如 果 P(A) = 1, 称 事件 4 以 概率 1 发 生 或 几乎 必然 发 生 . 

有 时 , 事先 能 对 一 试验 结果 掌握 部 分 信息 ; 例如 , 知道 投 出 的 山子 上 的 点 数 为 偶 
数 . 在 这 基础 上 重新 估计 不 同事 件 的 概率 : A A A B EF PA P(B) > 0, WE B 
给 定 的 条 件 下 4 的 条 件 概率 , 记 为 P(4IB) > 0, 定义 为 
P(ANB) 

P(B) ` 


这 可 以 认为 是 已 知事 件 B 发 生 条 件 下 4 发 生 的 概率 , 正如 所 期 望 的 , P (B|B) = 1. 
容易 看 出 (Q, 和 下, P") 为 一 概率 空间 , 这 里 P (A) = P(A|B). 概率 中 也 有 分 部 公式 : 
即 若 Bi, Bo,--- 为 不 交 事 件 , AUB: = Q, P(B:) > 0, 则 对 事件 A 有 


P(A|B) = 


(1.15) 


P(A) = > P(A|B,)P(Bi) (1.16) 


E SER WRT” ARP, Æ Bi 是 “ 投 出 偶数 ”事件 ，Bs 是 “ 投 出 奇数 ”事件 ， 
A 是 “ 投 出 最 小 为 4” 事件 , 则 


P(4|B1) = P( 投 出 4 或 6)/P( 投 出 2,4 或 6) = TE = 
P(4IB2) = P(BEE 5)/POBEHE 1,3 at 5) = 8/ 3 天 


由 此 容易 验证 式 (1.16) 的 正确 性 . 
称 两 个 事件 是 独立 的 , 如 果 一 个 事件 的 发 生 不 影响 另 一 事件 发 生 的 概率 , 即 如 
E P (A|B) = P(A) 和 P(BIA) = P (B). 由 式 (1.15), 给 出 概率 空间 中 两 事件 独立 的 
定义 , 如 果 
P (ANB) = P(A) P (B), (1.17) 


则 称 4 B 为 相互 独立 的 . 更 一 般 的 , 任何 事件 类 称 为 独立 的 , 假如 对 每 一 有 限 子 
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集 类 {Api k CJ} A 
P(N Ar) = I] P. (1.18) 
FESR FAN BIE, FZAD RERNE 5” 与 “ 掷 出 是 偶数 ”是 两 个 相互 独立 的 
事件 , 但 “ 投 出 最 小 是 4” 与 “ 投 出 偶数 ”是 不 独立 的 . 
随机 变量 及 其 期 望 (或 平均 或 均值 ) 的 概念 对 概率 论 是 最 基本 的 . 随机 变量 X 
本 质 上 是 样本 空间 上 的 实 值 函 数 . FER ie, X ARR ER. 另外 
它 完全 可 以 表示 对 “PRB KIEA, 比如 可 以 设 ， 


XX(w) =0, 若 w= 1,2,3 或 4;: X(5) = 1; X(6) = 2. 


试验 的 结果 决定 了 随机 变量 的 值 ， 随 机 变量 的 期 望 是 根据 每 一 个 结果 的 可 能 性 大 
小 对 所 取 的 值 的 加 权 平 均 

随机 变量 的 确切 定义 需要 更 细致 一 些 . 称 X 为 概率 空间 (FP) 上 的 随机 变 
E, 如 果 X: OR 是 一 个 函数 , 使 得 对 每 一 实数 a, X-1((—00, al) 为 三 中 的 一 个 
事件 . 换言之 , 由 O 中 满足 X(w) < a 的 w 组 成 的 集 在 事件 空间 中 . 这 个 条 件 等 价 
于 对 任何 博 雷 尔 集 互 都 有 X-!(B) 在 F H. 特别 地 , 对 任何 这 样 的 集 BE, 随机 变量 
X 在 已 中 取 值 的 概率 , 即 P({w : X(w) © E) 有 定义 . 可 以 证 明 由 每 一 实数 a 所 对 
应 的 P({w : X(w) < a) 的 值 决定 了 所 有 博 雷 尔 集 E M P({w : X(w) € E) 的 值 
注意 到 P({w : X(w) e E) 通常 简单 地 表示 为 P(X € E). 

不 难看 出 , 如 果 X 与 Y 都 是 (9, F,P) 上 的 随机 变量 ,和 是 一 实数 , 则 X + 
YX 一 YXY 与 AX 都 是 随机 变量 (它们 以 自然 的 方式 定义 , 例如 对 每 一 w < 
UX +Y) (w) = X(W) +Y (w)). 而且, 对 每 一 w 如 果 XXa 为 一 不 降 的 有 
界 随机 变量 序列 , 则 lim X, 也 是 一 随机 变量 

随机 变量 族 {Xi} 称 为 独立 的 , 如 果 对 任何 博 雷 尔 集 Ee, 事件 {(X < Bp) } 在 
式 (1.18) 的 意义 下 是 独立 的 , 即 对 每 一 有 限 的 指标 集 J， 有 


P(X, € Ex,k € J) = | | P(Xx € Er). 
keJ 
直观 地 , MWR Y 取 任 何 特殊 值 的 概率 不 受 X 取 值 的 影响 , 则 X 与 Y 是 相互 独立 的 . 
考虑 连续 两 次 投 据 骨 子 的 概率 空间 , 相应 的 样本 空间 是 {(z,9) : x,y = 1,2,---, 6}, 
并 且 对 每 一 对 出 现 的 值 (x, y) 对 应 的 概率 测度 P 由 P{(zx,y)} = 1/36 KEX. 如 果 
X 3 Y 是 由 两 次 连续 投 据 的 角子 上 的 数 决定 的 随机 变量 , 则 由 一 次 掷 出 的 结果 不 
影响 下 一 次 所 搓 的 结果 , 所 以 X 与 Y 是 独立 的 . 但 是 XX 与 和 十 Y 是 非 独立 的 , 这 


a 


FeAl Ay SB AK, PI ERR A BL HY BBE. 
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随机 变量 的 期 望 的 正式 定义 与 函数 积分 的 定义 类 他; 的 确 , 期 望 实际 上 是 随机 变量 
相对 于 概率 测度 的 积分 . 设 X 为 概率 空间 (Q, 天 ,P) 上 的 随机 变量 . 首先 假定 对 于 
HAR w ER, X(w) 20, BX MRR MA tiste, 称 这 样 的 随机 变量 为 简单 
随机 变量 . 定义 X 的 期 望 或 均值 或 平均 E(X) 为 


k 
E(X) = 2_TiP(X = zi). (1.19) 


用 简单 随机 变量 通 近 的 办 法 来 定义 任 一 随机 变量 的 期 望 . 所 以 , 对 非 负 随 机 变量 X 
定义 

E(X) = sup{E (Y): Y 为 衡 羊 随机 变量 , 0< Y(w) < X(w),w EN}. 

最 后 , a X 取 正 的 也 取 负 的 值 , it X+ = max{X,0}, X- = max{—X,0}, 所 以 
X = X4- X. 如 采 同 时 有 E(X+) < 00 M E(X-) < œ, MEX 


E(X) = E(X4)- E(X_). | 
RIRE A APTS RAVE X 是 简单 随机 变量 , 因为 X(w) 仅 取 值 
I, mens 6, 所 以 


2 1 1 
E(X) = 2 x = 35, 
期 望 有 一 些 与 积分 类 似 的 基本 性 质 : FX, Xo,--- 为 随机 变量 , 则 


E(X1+ X2) = E(X1) + E(X2), 


k k 
更 一 般 地 E( >> xX) = DEX). 
+ 二 1 i=] 
F 入 是 常数 ， E(AX) = AE(X), 


如 果 Xi X2,… 为 不 降 的 非 负 随机 变量 序列 , 且 X = lim Xx 为 (有 限 ) 的 随机 变 
fi, JU 
lim E(Xx) = E(X). 


如 果 Xi, Xo 是 独立 的 , 也 有 
Ei(X X2) = E(X,)E(X2). 


所 以 如 有 果 Xk ATE — BBP IE HR A k KARAR, 则 前 天 次 所 掷 出 
数 之 和 的 期 望 为 


1 
E(X1+. + Xk) = E(X1) +++ + E(Xk) = 35 Xk 
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给 定 一 事件 B,P (B) > 0, 类 似 地 定义 X 的 条 件 期 望 E(X |B), 首先 用 
E(X|B) = Yar = z;|B) (1.20) 
替代 式 (1.19). 可 得 到 与 式 (1.16) 类 似 的 分 部 公式 
E(X) = >, E(X|B:)P(Bi). (1.21) 


这 里 By, B2,-… 为 不 交 事 件 , A UB = Q, P(B;) > 0. 


描述 随机 变量 在 样本 空间 上 波动 变化 的 指标 通常 是 很 有 用 的 . 所 以 我 们 介绍 随 
机 变量 z 的 方差 . 由 简单 计算 


var(X) = E((X — E(X))*) = E(X’) — (E(X))". 

用 期 望 的 性 质 , 对 任何 实数 入 可 得 

var(AX) = d*var(X) 
如 果 X SY 是 相互 独立 的 , 则 

var(X +Y) = var(X) + var(Y). 
如 果 一 个 随机 变量 的 概率 分 布 由 一 个 积分 给 出 , 即 
P(X < z) = f i f(u)du (1.22) 

HRX f PRA X Bee ee ee. 从 期 望 的 定义 可 以 看 出 

E(X) = J uf (udu 


和 E(X?) = 三 u* f(u)du 


由 此 可 以 计算 var(X) = E(X?) — (E(X))?. 
注意 到 密度 函数 给 出 了 随机 变量 的 分 布 并 没有 涉及 到 具体 概率 空间 , 这 对 许多 
目的 来 说 , 是 没有 什么 关系 的 . 可 以 通过 密度 函数 来 表示 X 属于 任何 博 雷 尔 集 五 的 
概率 ; 
P(X € E) = f saw. 
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称 随机 变量 X 服从 区 间 (a,b) 上 的 均匀 分 布 , 如 果 


PX <a)= peo f du (a< x <b) = (1.23) 
所 以 X TE Ja, b] TX E PBS AAE ITA E ERS K BERIE 比 . 这 种 情形 下 , 有 E(X) = 
—(a+b) 和 var( X) = 79 2 — b)?. 


2 
PREG OLAS Bt X 服从 均值 为 m, JEJ o 的 正太 或 高 斯 分 布 , 如 果 


P(X < x)= (20) 207} [ exp (- (u a) au (1.24) 
通过 积分 可 以 验证 下 (和 X) =m K var(X) = 0°. Æ Xi 5 X 是 均值 分 别 为 Mm, ma, 
方差 分 别 为 of,o03, 相互 独立 的 具有 正 态 分 布 的 随机 变 其 , 则 Xi + Xo 是 均值 为 
mi + m, 方差 为 of +05 的 具有 正 态 分 布 的 随机 变 基 . 对 于 任意 非 负 实数 和 ,入 XI 
是 均值 为 和 mi, 方差 为 Mo? 的 正 态 随机 变 基 . ; 

WM RADE IE TH BK, ME A ae os yy SE A 35) 
即 每 一 次 投掷 结果 的 期 望 或 均值 ， 而 且 , ROR SS, 所 得 的 平均 值 就 越 接 近 
均值 . 这 个 “平均 定律 ”精确 地 讲 就 是 强大 数 定律 . 

设 (Q,F,P) 为 概 座 空间, X1,Xo,--- 为 独立 的 且 有 相同 分 布 ( 即 对 任何 集 玉 及 
所 有 i, P(X; € E) 是 相同 的 ) 的 随机 变量 , 其 期 望 为 m, 方差 为 o“, 且 假 设 者 有限. 
对 每 一 & 构造 随机 变量 S54 = Xi 十 … 十 Xk, 所 以 随机 变量 Sk/k 为 前 大 次 试验 的 
平均 . 强大 数 定律 是 指 以 概率 1 成 立 


> È 
im 7k =m. (1.25) 


XIF k 充分 大 时 , 随机 变量 Sk 的 分 布 , 也 能 讨论 许多 问题 : 可 以 证 明 Sk 的 分 
布 渐 近 于 期 望 为 km, 方差 为 ko? 的 正 态 分 布 . 这 是 中 心 极限 定理 的 内 容 , 即 对 任 
意 实 数 z, 当 上 天 一 oo 时 ， 


P (2 < z) 一 J. (Qn)? exp (ae) du. (1.26) 


现在 , 正 态 分 布 的 一 个 重要 性 质变 得 清楚 了 , 它 是 大 量 的 独立 同 分 布 随机 变量 和 的 
分 布 的 极限 形式 . 

可 以 将 这 些 结论 应 用 到 由 无 穷 多 次 掷 骨 子 组 成 的 试验 . 设 9 是 由 所 有 无 穷 序 
列 {w = (onw2 :ui=12 6} 组 成 的 集 (认为 w ÆR k KRR R). 可 
以 定义 事件 空间 下 及 概率 空间 P. AE, 对 任意 给 定 的 有 及 序列 wl):… wrk(wi = 
1,2,---6), 事件 “前 大 次 投 出 的 是 wi,… ,wp” 是 在 F P, HERY (1/6)-*. i$ X; 
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是 由 第 次 投 据 结 果 决 定 的 随机 变量 , 所 以 Xe(w) = we. 不 难看 出 Xi 是 独立 同 分 
布 的 , 上 均值 为 m = 35, 方差 为 23. 强大 数 定理 告诉 我 们 , 当 大 趋 于 无 穷 时 , M k 


次 投 搓 时 的 均值 (Sk) 以 概率 1 趋 于 33. 中 心 极限 定理 告诉 我 们 , 4 k AFEN 
时 , 和 Se 的 分 布 渐 近 于 均值 为 3 x k, 方差 为 2-5 x k 的 正 态 分 布 . 所 以 如 果 我 们 


重复 投掷 大 个 山子 相当 多 次 的 试验 , 则 k 个 仙子 出 现 的 点 数 的 和 所 服从 的 分 布 , 将 
EA (1.26) 的 意义 下 渐 近 于 正 态 分 布 


1.5 ” 注 记 和 和 参考 文献 


对 于 本 章 所 简要 介绍 的 内 容 , 其 难 易 程 度 没有 超出 许多 大 学 读 程 教授 的 范围 ， 
几乎 任何 一 本 关于 数学 分 析 的 书 ， 如 Rudin(1964) 和 Apostol(1974)， 都 包含 集 与 
沙 数 的 基本 理论 的 内 容 . 对 测度 和 概率 全 面 而 细致 的 介绍 可 参见 Kingman Tay- 
lor(1966)，Billingsley (1995) 和 Edgar(1998) 等 . 对 于 概率 论 , 参见 Grimmett and 
Stirzaker(1992) 会 对 你 有 所 帮助 . 


练 J 


下 面 的 练习 没有 过 分 强调 一 些 本 章 中 所 提 到 的 事实 . 

1.1 对 zz E R”, 验证 (1) je +yl < je] + fyl, (2)lz — yl > llel- lyll (3) |£ — yl < 
jz — z| + jz — yl. 

1.2 用 5 平行 体 的 定义 证 明 Asie = (As)s. 

1.3 证 明 GES) 集合 有 界 的 充分 必要 条 件 是 它 包 含 在 某 个 以 原点 为 中 心 的 球 BOO, r) 
之 中 . | 

1.4 确定 下 面 的 集合 哪个 是 开 的 , 哪个 是 闭 的 , 并 指出 每 个 集 的 内 部 与 闭 包 . 

(1) 非 空 有 限 集 A , (2) KEJ (0, 1), (3) KIE) [0,1], (4) KIE] [0,1), 

(5) 集合 {0155 age 

1.5 证明 图 0.1 的 三 分 康 托 尔 集 是 紧 的 和 全 不 连通 的 ; 它 的 内 部 、 团 包 以 及 边界 各 是 
什么 ? 
1.6 WH RR” 中 任意 个 开 子 集 的 并 为 开 的 , 有 限 个 开 集 的 交 为 开 的 . 证 明 R” 的 子 集 
为 财 的 充 要 条 件 是 它 的 余 集 为 开 的 ， 并 由 此 导出 对 于 闭 集 并 与 交 的 相应 的 结 采 . 
1.7 证 明 若 A1 2 42 D … 为 及 ”中 的 非 空 不 增 的 紧 子 集 序 列 , 则 N Ak 为 非 空 的 紧 
集 . l 

1.8 证 明 半 开 区 间 {x €R:0<2e<1 AR 的 博 雷 尔 子 集 . 

1.9 BF HX (0,1) 中 十 进 制 表 达 式 中 含有 无 穷 多 个 数字 5 的 数组 成 的 集合 , 证 明 下 为 
博 备 尔 集 . 
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1.10 证 明 ; 平面 中 的 坐标 变换 : 


(2) 人 ( em Je (2) 
T2 csin ccos@ T2 az 
是 相似 比 为 c 的 相似 变换 , 绘 出 此 变换 的 几何 图 像 . 

111 R lim f(z) 与 Tim f(x) 这 里 f(z) 为 (1) sine, (2) sin(1/z), (8) =? + (3 + 
Zjsin(l/z)， 

1.12 # f.g: [0,1] > R AABARBR WEA: 定义 在 [0,H 上 的 函数 f(z) 十 g (7z) 
及 f (x)-g (x) 也 是 利 普 希 欧 函数 

113 设 f:R 一 RR 为 可 微 函 数 , 对 所 有 z, 都 有 |f) < c. 利用 中 值 定理 证 明 : /为 
A ES Fis Ve PRL. 

1.14 证 明 每 个 利 普 希 蒋 函 数 f : 及 一 R 都 是 连续 的 . 

1.15 mM SS: R-RA S(z)=2*? +27 BH, kR 

(1) f~*(2), (2) f-*(-2), (3) f> ([2,6]) . 

1.16 WEH: f(z) = 2° 在 区 间 [0,2] 上 是 利 普 希 欧 的 ; 在 区 间 [1,2] 是 双 利 普 希 蒋 的 ; 而 
在 及 ERAN EAR E HY. 

LIT WH: 如 果 已 是 有 "的 紧 子 集 , 函数 S: E> R 是 连续 的 , 则 f(E) ERK. 

1.18 设 41,42,… 为 R” 中 的 不 增 的 博 雷 尔 子 集 序列 , 并 设 4 = A Ak, 7 p H R” 


上 的 测度 , H (Ai) < 00, 利用 式 (1.6) 证 明 : 24 k — oo BY, (Ak) 一 (A). 

1.19 证 明 : 集中 在 a 的 点 质量 是 测度 (参见 例 1.2) . 

1.20 ”说明 如 何在 三 分 康 托 尔 集 上 定义 一 个 质量 分 布 , 使 它 尽 可 能 均匀 , 参见 图 0.1 . 

1.21 验证 勒 贝 格 测度 满足 条 件 (1.1), (1.2) 和 (1.3). 

1.22 i4 f: [0,1] 一 R 为 连续 函数 , 对 R? 中 的 子 集 A 定义 MA) = Cfz : (x, f(x)) 
€ A}, 这 里 £ 为 勒 贝 格 测度 . 证 明 : p 是 R 上 支撑 为 了 的 图 的 质量 分 布 . 

1.23 i D X R” 中 的 博 雷 尔 子 集 , wp AD 上 的 测度 且 (D) < œ. Bf: DOR 
ARPA, 它 使 得 对 D 中 所 有 zx ,有 fr(7) 一 f(x). 证 明 Egoroff 定理 : 对 任意 给 定 的 
e > 0, 存在 D 的 博 雷 尔 子 集 A, 使 得 jy(D\A4) < e, HX} 4 中 的 z, fila) 一 致 收敛 于 f(z). 

1.24 TE: 若 为 D 上 的 测度 , 了 : D 一 RR 满足 对 D 中 所 有 z, 有 f(x) 20, H 
fof dp = 0, 则 相对 于 u 几乎 所 有 x, 有 f(x) = 0. 

1.25 设 X 为 随机 变量 , 证 明 : 


E((X — E(X))* = E(X’) - (E(X (这 个 数 等 于 X 的 方差 ). 
1.26 证 明 : 2 X ÆRE a,b] 上 服从 均匀 分 布 ( 见 (1.23)), 则 
E(X) = 5 (a +b) 和 var(X) = (b — a)?/12. 


1.27 i Ay, 42…… 为 某 一 概率 空间 中 的 独立 事件 序列 , 满足 对 所 有 k, P(A) = p, 这 
里 0<p<1. KN, 为 随机 变量 , Ne(w) 表示 1 < i < 且 we Ai 的 i 的 个 数 . 用 强大 数 定 
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律 证 明 , 4 k — co 时 , 以 概率 1, Nk/K 一 p. 由 此 推导 出 一 独立 试验 序列 中 的 事件 的 发 生 
频率 收敛 于 事件 发 生 的 概率 . | 

1.28 BRiERRT RARE 6000 次 , 用 中 心 极 限定 理 估计 至 少 投 出 1050 个 6 点 的 概率 
(在 估计 得 到 的 积分 时 要 用 到 数值 方法 ). 
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维 数 是 分 形 几 何 的 中 心 概念 . 粗略 看 来 , 维 数 表明 一 个 集合 几乎 据 据 的 空间 有 
BR. 在 经 常 使 用 的 多 种 多 样 的 “分 形 维 数 ” 中 , 最 古老 的 也 可 能 是 最 重要 的 一 种 ， 
是 以 卡拉 泰 奥 多 里 (Caratheodory) 构造 为 基础 的 花期 多 夫 维 数 . KERERE 
对 任何 集 都 有 定义 的 优点 ,由 于 它 建立 在 相对 比较 容易 处 理 的 测度 概念 的 基础 上 ， 
因此 在 数学 上 也 是 较 方便 的 . 它 的 主要 缺点 是 在 很 多 情形 下 , 用 计算 的 方法 很 难 计 
算 或 估计 它 的 值 . 然而 , 要 理解 分 形 的 数学 机 理 , 网 悉 宸 斯 多 夫 测 度 和 维 数 是 必 不 
可 少 的 . 


2.1 FSAME 


回忆 一 下 , WR U 为 n 维 欧 几 里 得 空间 R” PIES TR, U 的 直径 定义 为 
U| = sup{|z —y|:2,y € U}, BU 内 任何 两 点 距离 的 最 大 值 . MR {Ui} 是 可 数 (或 
AR) 个 直径 不 超过 5 的 集 构 成 的 覆盖 F 的 集 类 : 即 PC U Ui, 且 对 任意 i, 都 有 
0 < |Ui| < ô, WR {Ui} A FAT ORS. 

iF WR” 中 的 子 集 , s 为 一 非 负 数 , 对 任意 6 >0, 定义 


H3(F) = inf { $. 1 : {U9 EF H LEN (2.1) 
i=l 


即 考察 所 有 直径 不 超过 6 的 F 的 履 盖 , 并 试图 使 这 些 直 径 的 s AIA ER) 
( 见 图 2.1). 当 6 减少 时 , A (2.1) PRE Rie F 的 集 类 是 减少 的 , 所 以 下 确 界 HEF) 
相应 增加 , 且 当 5 一 0 时 趋 于 一 极限 . 记 为 


He(P) = lim HS(F). (2.2) 


对 R” 中 的 任何 子 集 F, 这 个 极限 都 存在 , 但 极限 值 可 以 是 (并 且 通 常 是 )0 BK 00, 称 
Hs( 了 ) HR F K sth FS KAA. 

通过 一 定 的 努力 可 以 说 明 HE 为 一 测度 , 见 1.3 市 . 特别 地 , He (a) = 0; 如 果 E 
BAT FA, WW He (E) <H: (F) ; 如果 {Fi} 是 任意 可 数 个 集 序列 , 则 


Hs (UA) < yt (Fy). (2.3) 


i=] 
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ut $ SY 
> xg nd z AE 
To e 
F T. 
3) ey | 
6 AS & 6 Sh 
“eat 
BTE 


图 2.1 RFA PPA AT RERY 6 i. PORA XER 
OR ma {Ui SMASH > 10 FRR ER tH HG (F) 


“4 {Fi} 是 不 交 的 博 雷 尔 集 序列 时 , 要 证 明 上 式 中 等 号 成 立 是 相当 困难 的 . 

党 斯 多 夫 测 度 推广 了 长 度 、 面 积 和 体积 等 常见 的 概念 . 可 以 证 明 了 及 ”中 任何 子 
集 的 n 维 坚 斯 多 夫 测 度 与 n 维 勒 贝 格 测 度 , 即 通 党 的 no 维 体积 , 相差 一 常数 倍 . 更 
精确 地 , € FER” 中 博 雷 尔 子 集 , M 


H” (F) = co vol (F), (2.4) 


其 中 第 数 cn 是 直径 为 1 n 维 球 的 体积 , 所 以 当 n 是 偶数 时 , cn = "/2/2"(n/2)! 
而 当 n 是 奇数 时 , cn = n(n — 1)/2)!/n!. 类 似 地 , 对 于 R 中 “好 的 ” 低 维 子 
R, H? (F) 是 下 中 点 的 数目 ; HOF) 给 出 了 光滑 曲线 下 的 长 度 ; 若 F 为 光滑 曲面 ， 
Wl H? (F) = 4/7 x area (F); fit H3 (F) = (6/x) x vol (F); Æ FH R” 中 光滑 m 维 
TME ( 即 经 典 意义 下 的 m 维 曲 面 ), 则 H (F) = cs! x vol” (F). 

长 度 、 面 积 和 体积 的 比例 性 质 是 众所周知 的 . 当 比 例 为 原来 的 入 倍 时 , 曲线 的 
长 度 为 原 长 度 的 入 售 , 平面 区 域 的 面积 则 是 原 面 积 的 A? 倍 , 而 3 维 物体 的 体积 是 
原 体积 的 入 FR. 可 以 推测 , s 维 罕 斯 多 夫 测 度 应 当 是 原来 的 入 4 ( 见 图 2.2), 这 个 
比例 性 质 是 分 形 理论 的 基础 . 

比例 性 质 2.1 设 53 是 相似 比 为 入 > 0 的 相似 变换 , t FcR”, 则 


H°(S(F)) = °H°(F). (2.5) 
证 明 者 {C 为 的 一 个 6 覆盖, W {SU)} A S(F) 的 一 个 X6 BH. 所 以 
X ISU) = XX 》 wil’, 
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收取 下 确 界 有 
Hy5(S(F)) < NHa(F). 


A 5 一 0 即 得 HS(S(F)) < 入 HS(F). 用 5S-1 BARS, 上 式 的 入 成 了 1/ 和 , WUE F h 


S(F) 得 到 了 需要 的 反 向 不 等 式 
rp 一 一 一 
o ix 
MFR X A? 
TAS? ve $ $5 
ot me Ñe aw sa 3 大 人 > 
Oe | y r 


图 2.2 用 比例 和 放大 集合 , 长 度 放 大 入 倍 , 面积 放大 入 倍 , s 维 上 之 斯 多 夫 测 度 放大 A 倍 


对 一 般 变换 作用 下 集合 的 蛇 斯 多 夫 测 度 , 类 似 的 讨论 给 出 了 下 面 的 基本 估计 . 
命题 2.2 hFCRf: FOR” 为 一 映射 , 使 得 对 常数 c>0 和 aw>0, 有 


if(z)-—fwl<cle—y|" (aye F), (2.6) 


则 对 每 一 s 
H/A (f (F)) < e HIF). (2.7) 
WHR 者 {L AF W 6 Bm, AD (FAU < clFNUI* < clUi|*, BA 
{f(FNU) ASF) Wc BH, 这 里 < =cd*. FED, Arnar ee 
所 以 He!“ (f(F)) < c8/*H3(F). 当 6 一 0 时 , Æ e — o0, BS (2.7). 口 
条 件 (2.6) 称 为 指数 为 a 的 Holder 条 件 , 这 是 一 个 使 f 连续 的 条 件 . 特别 重要 
的 是 a = 1 的 情形 , BẸ 
f(x) — f(y)| <clz—yl (x,y € F), (2.8) 
这 里 f 称 为 利 普 希 英 映射 , 此 时 


TOUFCE)) SCH (PL). (2.9) 
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特别 指出 , 对 任何 具有 有 界 导数 的 可 微 函 数 , 式 (2.9) 均 成 立 ; 作为 中 值 定理 的 一 个 
推论 , 这 样 的 函数 都 为 利 普 希 欧 映射 . 若 f 是 保 距 的 , 即 |f(z) fu) = |x — yl, 
WA Xs((f(F)) = WF). 于 是 , 正如 所 期 望 的 , See RM ELBA (BH 
HF +z) = HE (F), XE F+z={r+2z:x E F}, 而 且 是 旋转 不 变 的 . 


2.2 RMSRKAER 


回 到 方程 (2.1), 容易 看 出 对 任何 给 定 的 集 政 CR" AO <1, HF) X} s 是 不 增 
AY, 因此 由 式 (2.2) 可 知 , HOC) 也 是 不 增 的 . 事实 上 , 有 更 进一步 的 结论 : 若 上 > s， 
H {U:} AFH 6 se, 则 有 


DIU < Ui Wil? < 5" > UI’, (2.10) 


t 


W FRA HEF) < SHEF). 4 6 一 0 可见 对 于 二 > s, 车 Hs(F) < oœ, 则 
HF) = 0. 所 以 H: (F) 关于 s 的 图 ( 见 图 2.3) 表明 , 存在 s 的 一 个 临界 点 使 得 
He (下 ) 从 co “跳跃 ”到 0. 这 个 临界 值 称 为 的 案 斯 多 夫 维 数 , 记 为 dim FER: 
A HEHE Bp aE BRERA BI SK — 贝 希 科 维 奇 维 数 (Hausdor 任 Besicovitch 


dimension)]. 


H’ (F) 


0 5 
0 dimy F n 
图 2.3 RFE HF) 的 图 . 紧 斯 多 夫 维 数 是 使 得 从 00 “BER” 到 0 发 生 的 s 的 值 
这 个 定义 可 以 用 下 式 表达 : 


dimy F = inf {s > 0: H°(F) = 0} = sup {s : H’(F)= oo} (2.11) 
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( 取 空 集 的 上 确 界 为 0). 所 以 


oo Æ 0 < s < dimy F 


2.12 
0 a s > dimyF. | 


H*(F) -1 


如 果 s = dimy F, W Hs(F) 可 以 是 零 或 者 无 穷 或 者 满足 
0 < H*(F) < oo. 


满足 这 个 条 件 的 博 雷 尔 集 称 为 s 集 . 在 数学 上 , s 集 是 最 适合 于 研究 的 , 幸运 的 是 经 
IASI BKB s R. 

举 一 个 很 简单 的 例子 , 设 AR 中 具有 单位 半径 的 平 圆 盘 . 由 已 经 熟悉 的 
长 度 、 面 积 、 体 积 性 质 可 以 知道 : Hi(F) = length(F) = œ, 0 < H?(F) = 4/n x 
area(F) = 4 < œ, H?(F) = 6/a x vol(F) = 0. 由 于 当 s< 2 Hf, Hs(f) = co; 当 
s > 2 HY, KH:(F) = 0; & dimy F= 2. 

ERER E FBS PE (这 是 对 任何 合理 的 维 数 定义 都 期 望 成 立 的 ). 

SR Æ ECF, Wl dimy E < dimy F; 这 可 从 对 每 一 s, Hs(E) < Hs( 下 这 
个 测度 性 质 立即 得 到 g 

可 数 稳定 性 UW, Fz A (ARQ) 集 序列 , 则 dimy U Fi = Sup {dim Fi}. 


由 单调 性 , 对 于 每 一 j, 显然 有 dimy U F, 之 dima F;. AFT, 大 对 所 有 的 i, 都 


有 s > dimy Fi, 则 H°(Fi)=0, 所 以 Me(U F) = 0, 从 而 给 出 反 向 不 等 式 . 
可 数 集 GF 是 可 数 的 , 则 dima F= 0; ka Fi 是 一 单 点 ， 则 HO (Fi) = 1, Bp 
dimy Fi = 0 ,所 以 由 可 数 稳定 性 , 即 有 dimy U F; =0. 


开 集 £ FCR ARK, 则 dimy F=n, 这 是 因为 F 包含 一 个 具有 正 n 维 体 
积 的 球 , 所 以 dimy F > n; 又 因为 FF 包含 在 可 数 个 球 的 并 里 , 利用 可 数 稳定 性 和 单 
调 性 , 可 得 dimy F < n, 即 得 结论 . 

ARR APF AR” 中 的 光滑 ( 即 连续 可 微 )m 维 子 流 形 ( 即 mm 维 曲面 ), 则 
dimy F =m. 特别 地 , 光滑 曲线 维 数 为 1, 光滑 曲面 维 数 为 2. 本 质 上 , 这 可 从 豪 斯 多 
夫 测 度 与 勒 贝 格 测度 之 间 的 关系 得 到 , 也 可 以 见 练习 2.7. 

RIN AREY SRE, 可 以 从 命题 2.2 中 的 豪 斯 多 夫 测 度 的 相应 性 质 立 即 
得 到 . 

命题 2.3 &FCR",f:F—R™”™ 满足 Holder 条 件 


f(z)— f) < cje- yl” (x,y €F), 


1 
则 dimy f(F) < ~ dima F. 
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证 明 若 s > dimy F, 由 命题 2.2 得 Hs/*(f(FF)) < eH (F) = 0, 这 意味 着 


对 所 有 的 s > dimy F, 有 dimy f(E) < s/a. L] 
推论 2.4 (a) $f: F OR” 为 利 普 布 英 变 换 ( 见 式 (2.8)), 则 dimy f(F) < 
dimy FF 


(b) $f: FOR” Ars] FH REM, Bp 
ale¢—y|<|f(z)-fw@)l<eale—yl (ye F), (2.13) 


KP O< cy < co < œ, M| dimy f(F) = dimy F. 

WEAR (a) 中 的 结论 在 命题 23 中 取 a = 1 得 到 ; MAK TARR /7 : 
f(F) > F, 可 得 到 满足 b) 要 求 的 反 癌 不等式. o 

LALAR I ETS RAMA: RM FSABKARAS ARE RH 
下 的 不 变量 . 于 是 若 两 集 有 不 同 的 维 数 , 则 两 集 之 间 不 存在 双 利 普 希 欧 上 映射. 这 类 
似 于 在 拓扑 情形 中 , 多 种 “不 变量 "(如 同调 群 或 者 同 伦 群 ) 的 建立 是 用 来 区 分 不 同 态 
的 集 : 若 两 集 的 拓扑 不 变量 不 同 则 两 集 之 间 不 存在 同 胚 (连续 的 一 一 对 应 的 且 有 连 
续 逆 的 ) 映射 . 

在 拓扑 中 , 两 集 被 认为 是 “同一 ”的 , Ba Nz aa ER. 在 分 形 几 
何 中 的 结果 是 : 若 两 集 之 间 存 在 双 利 普 希 克 映射 , 则 认为 两 集 为 “同一 ”的 . 如 同 拓 
扑 不 变量 用 来 区 分 不 同 态 的 集 , 在 分 形 儿 何 中 可 以 选取 参数 , 包括 维 数 这 样 的 量 来 
区 分 非 双 利 普 希 攻 等 价 的 集 . 因为 双 利 普 希 荡 变换 (2.13) 必然 是 连续 的 , 拓扑 参数 
只 提供 了 区 分 集 类 的 开始 , MSTA RER (及 其 他 维 数 定 义 ) 提供 了 分 形 集 之 间 
更 进一步 的 特征 区 别 . 

一 般 地 , 一 个 集 的 维 数 只 告诉 读者 很 少 的 拓扑 性 质 ; 然而 , 任何 维 数 小 于 1 的 集 
Wee ee I RR, 以 至 于 是 全 不 连通 的 , 即 它 的 任意 两 点 都 不 在 同一 个 连通 区 域内 . 

命题 2.5 集 F CR", 且 dimH FF <1, 则 它 是 全 不 连通 的 . 

证 明 设 z,y 是 下 中 不 同 的 两 点 , 由 f(z) =|z 一 Z| 定义 映射 f : R” 一 [0, 00). 
因为 f 不 增加 距离 , 即 |f(z) 一 fw)|=||z 一 zj 一 lw 一 z|| < |(2-2)-(w—2)| = 
z- wl, 由 推论 2.4(a), 得 dimy f(F) < dimy F < 1; 于 是 f(F) AR ẹ H! 测度 或 
长 度 为 零 的 子 集 , 所 以 有 稠密 余 集 . AR r IE rg f(F) HO<r< f(y), WA 


F={zE€EF:|z—2z|<r}l {zeEF:|Iz—Z7z|>r}. 


所 以 F 包含 于 两 个 不 交 开 集中 , 而 z Sy 分 别 属于 其 中 之 一 , 所 以 zz 与 y 在 了 的 
不 同 连 通 部 分 内 . o 
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2.3 FAs 


A A on A RS SS ES OE SRE Ah 
的 一 些 方法 在 本 书 中 也 会 提 到 . 必须 注意 的 是 : 

例 2.6 R FARRAR L, 它 由 单位 正方 形 如 图 0.4 所 示 的 构造 办 法 得 到 .( 构 
造 的 每 一 步 是 将 正方 形 分 为 16 个 小 正方 形 , 小 正方 形 边 长 为 原 正方 形 的 1/4, 四 个 
同样 排列 模式 的 小 正方 形 被 保留 下 来 ), 则 1 < WP) < V2, 所 以 dimy F = 1. 

计算 PEHE ki Er 中 的 从 个 边 长 为 475* 的 ( 即 直径 为 6= 4-*V2) 正 
方形 , 它们 显然 覆盖 F. 可 以 得 到 式 (2.1) 中 下 确 界 的 一 个 估计 H3(F) < 4* x 4-* 2, 
当 — oo 时 , 也 有 6 一 0, 得 到 HHF) < V2. 

对 于 下 界 的 估计 , 用 proj 表示 到 zx MEHN. HSH ASHER, BN 
[proj x — proj y| < jz 一 让 ，Zz,y € R?, 所 以 proj AAR. 通过 FF 的 构造 ， 
可 知 : FE o 轴 上 的 射影 或 “影子 ”projF 为 单位 区 间 [0,1]. 应 用 式 (2.9) 


1 = length [0, 1] = Ht ([0, 1]) = H! (proj F) < H'(F) J 


注意 到 , 对 于 反复 地 将 正方 形 分 成 m? 个 边 长 为 1/m 的 小 正方 形 , 且 在 每 一 柱 
集 内 只 保留 一 个 小 正方 形 而 得 到 的 集 来 说 , 类 似 的 论证 和 结论 也 是 成 立 的 . 

这 个 应 用 和 圣 直 射影 得 到 紧 斯 多 夫 测 度 下 界 舍 计 的 技巧 只 在 特殊 的 情形 起 作用 ， 
它 不 是 基本 的 一 般 方 法 . 通 贡 为 了 维 数 的 下 界 估计 需要 作 一 些 更 困难 的 工作 . 

例 2.7 HF AADRARKR (RA 0.1), 若 s=jm2/m3 = 0.6309.…， 则 
dimy F = s, #1/2< H°(F) <1. 

启发 式 计 算 RIRE 下 分 为 左 半 部 分 本 = FAP, 1/3] 和 右 半 部 分 FR = 
FF 门 [2/3,1], 显然 两 部 分 都 几何 相 似 于 F, 比例 系数 为 1/3, H F = FLU FR AAR 
F. 所 以 对 任意 s, HEMT SAMI EAEE 2.1 可 得 


H° (F) = H° (Ft) + H° (Fr) = (1/3)° He(F) + (1/3) HS(F). 


Ri A he A is=dimy F , A0 < H (F) < oo 成 立 (一 个 大 胆 的 假设 , 但 可 能 是 合理 
的 ), 等 式 两 边 可 以 同 除 以 7ts(E), 得 1=2(1/3) 或 者 s=ln 2/ln 3. 

严格 的 计算 PA F 的 构造 中 组 成 集 Ex 的 区 间 为 水平 区 间 , 则 Ex 包含 2* 
个 每 个 长 度 为 3 一 的 水 平 区 间 . 

取 Er 的 区 间 为 的 一 个 3 Be, 由 此 得 到 , 4 s=in 2/m 3, 则 He_.(F) < 
2k3-ks = 1. $ k — oo, 即 得 He(F) <1. 

为 了 证 明 Ks(F) > 1/2, 说 明 对 五 的 任何 覆盖 {Ui} 有 


` IUi| > 1/2=378, (2.14) 


X24 BMSRBARHFHP EX 33 


显然 , 只 要 假定 {Ui} 是 区 间 就 可 以 了 , 通过 轻微 扩展 它们 , 并 且 由 FF WA, 只 需 
在 {U;} 是 [0,1] 中 有 限 个 闲 子 区 间 的 情形 下 证 明 式 (2.14) 即 可 . 对 每 一 {Ui}, Wk 
是 满足 

3-4) < |u| <37 (2.15) 


yee. PE 有 水 平 区 间 之 间 的 间隙 至 少 是 3“, 所 以 U 最 多 可 能 与 一 个 
k 水 平 区 间 相 交 . Æ 7 之 ,由 集 的 构造 并 利用 式 (2.15) 可 知 , U; 最 多 与 2 = 
27 .3-sk < 213s |Uil* 个 j 水 平 区 间 相 交 . 如 果 选 择 充分 大 的 j, 使 得 对 所 有 的 Ui 有 
3-G+) < |U;|, 则 因为 {Ui} 与 所 有 2? 个 长 度 为 37 的 基本 区 间 相 交 , 计算 区 间 数 
目 得 到 27 < 50, 273° |Ui| , 简化 后 可 得 到 式 . (2.14). O 

更 进一步 的 努力 , 可 以 改进 上 面 的 计算 并 且 证 明 HS (F) = 1. 

可 以 看 出 , 即使 是 对 简单 的 集合 而 言 , 察 斯 多 夫 测度 和 维 数 的 计算 都 十 相当 图 
难 而 复杂 的 . 通常 , 对 维 数 的 下 界 估计 比较 难于 求 出 . 

在 例 2.7 中 应 用 的 “启发 式 ” 计算 方法 可 以 对 很 多 自 相似 集 的 维 数 给 出 正确 结 
果 . 例如 , von Koch 曲线 由 与 它 相 似 的 比例 常数 为 1/3 的 四 个 部 分 组 成 , 所 以 具有 
维 数 in4/ln3 . 更 一 般 地 , Æ F = U Fi, 这 里 Fi 几何 相似 于 而 比例 系数 为 ci, 假 


如 F PERES RZ”, 则 由 启 发 式 讨 论 , 可 以 得 出 dimy F 等 于 使 > =-1c = 1 
中 的 s 值 . 这 个 结论 的 正确 性 将 在 第 9 章 全 面 讨论 . 


*2.4 豪 斯 多 夫 维 数 的 等 价 定 义 


在 这 里 要 指出 的 是 , 由 其 他 类 型 覆盖 集 定 义 的 测度 也 可 以 导出 察 斯 多 夫 维 数 ， 
例如 , 用 球 来 覆盖 : 议 


B3(F) =inf{ > |Bil° : {Bi} X F H ô BRB BY (2.16) 


可 得 到 一 测度 BS (PF) = lims—o B3(F) 及 一 个 “ 维 数 ", 在 这 一 “ 维 数 ” 点 上 B (F) 从 
oo 跳跃 到 0. 显然 , HS (F) < BEF), 因为 F 的 6 RAR HE 定义 中 容许 的 用 
羡 . 而 且 , 若 {U} 为 F 的 6 BR, 如果 对 每 个 i, 选取 半径 为 Uil < 6, HAS Ui 的 
某 个 球 作 为 Bi, W {Bi} 是 下 的 26 覆盖 . 所 以 SOB < 5 (210i:1) = 2° VG, 
取 下 确 界 得 Bs (F) < 25HS(F). 令 6 一 0 得 到 Hs(F) < Bs(F) < 25KHs (F). 这 意味 
着 KH 与 Bs 在 同一 数值 s 上 从 ce RBA 0, 所 以 , 由 这 两 个 测度 定义 的 维 数 是 等 
OT Hy. 

容易 验证 , 如 果 在 式 (2.1) 中 只 用 开 集 或 只 用 闭 集 的 6 Bie, BSW Sate 
多 夫 测 度 及 维 数 相同 的 值 . mH, 若 FERK, 通过 轻微 扩展 使 覆盖 集 为 开 集 , BK 
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有 限 的 子 覆盖 , 则 如 果 只 考虑 由 有 限 个 集 构成 的 5 覆盖 , 也 可 以 得 到 与 He (F) 同样 
的 值 
网 测度 是 另 一 个 有 用 的 变量 . 为 了 简单 起 见 , 设 下 为 区 间 [0,1) 的 子 集 . 二 进 制 
区 a) e468 r275, (r + 1)2-*] 形式 的 区 间 ， 其 中 k= 0, 1, 2, me A r= 0, 1, mes 2* — 1. 
定义 
M3(F) =inf{ > |Uil* : Ui} 为 忆 二 进 制 区 间 的 5 歼 盖 (2.17) 
由 此 导出 网 测度 
M*(F) = lim M3(F). (2.18) 


因为 任何 区 间 U C (0,1), 都 包含 在 每 个 长 度 至 多 为 21UV| 的 两 个 连续 的 二 进 制 区 间 
内 , 用 对 于 测度 Be 的 同样 方法 , 可 以 知道 : 


Hs (F) < MS(F) < 2+ Hs (F). (2.19) 


由 此 得 出 使 得 M5(F) 从 co 跳跃 到 0 的 数值 s 等 于 FERRERS, 即 两 个 测 
度 的 定义 给 出 了 同一 个 维 数 . 

对 于 茶 些 场合 来 说 , 网 测度 比 蚂 斯 多 夫 测 度 更 方便 . 这 征 因 为 两 个 二 进 制 区 间 
或 者 不 交 或 者 一 个 包含 另 一 个 , 对 于 任何 二 进 制 区 间 改 盖 可 以 简化 为 不 交 的 二 进 制 
DX |) Z sat : 


*2.5 ” 维 数 的 精细 定义 


有 时 需要 维 数 不 仅 是 它 的 数值 ， 而 且 是 精确 表示 维 数 性 质 的 函数 为 此 , 设 
h: Rt > RT AAD ERB Kh 为 维 数 画 数 或 者 尺度 函数 类似 于 式 
(2.1), 对 R” PRP, 定义 


HEF) = inf { XO Ail) : {Ui} A F ORE. (2.20) 


RH’ (F) = lim HS (F), HEE — WREE h(t) = ts, 这 就 是 通常 的 s ARSE He Ze 
测度 的 定义 ), eh 与 g ABER eR, IFA t 一 0 BY, h(t)/g(t) 一 0, 那么 
由 类 似 于 式 (2.10) 的 讨论 , 如 果 HI (F) < oo, 可 以 得 到 HF) = 0. 所 以 维 数 函 数 
可 以 分 为 两 类 一 类 使 H 为 有 限 的 ; 另 一 类 使 H 为 无 穷 . 这 就 得 到 了 F 的 比 数 
dimy F 更 精细 的 “ 维 数 ” 指 标 . 

关于 这 方面 一 个 重要 的 例子 是 R? 中 的 布 关 运动 (更 详细 的 内 容 可 参见 第 16 
章 ). 可 以 证 明 布 月 运动 轨道 (以 概率 1) 有 紧 斯 多 夫 维 数 为 2, 但 相应 的 H? 测度 为 
A. 更 精确 的 计算 表明 , 当 A(t) = t? Inin(1/t) WY, 这样 的 轨道 有 正 的 和 有 限 的 7 
测度 . 尽管 布朗 轨道 的 维 数 为 2, 在 某 种 意义 下 , 维 数 “以 对 数 小 于 2”. 


2.6 注 记 和 参考 文献 ”35 


2.6 EMBE AMR 


用 集 的 覆盖 定义 测度 的 思想 是 Caratheodory (1914) 提出 的 . RIER (1919) 用 
这 个 方法 定义 了 现在 以 他 的 名 字 命 名 的 测度 , 说 明了 三 分 康 托 尔 集 维 数 是 In2/1n3 
且 共 有 正 有 限 的 测度 . 从 那 时 以 来 ,Besicovitch 和 他 的 学 生 进 一 步 揭 示 了 罕 斯 多 夫 
测度 的 性 质 . 

Falconer(1985a) 74h Tae SRM ES AMER RY ea; Ro- 
gers(1970), Federer(1996) 和 Mattila(1995) 进行 了 更 一 般 性 的 研究 .Merzenich and 
Staiger(1994) 把 蛇 斯 多 夫 维 数 和 形式 语言 及 目 动 化 理论 联系 起 来 . 


练 习 


2.1 证 明 : 假如 在 式 (2.1) F, 我 们 仅 考 虑 闭 集 {0i} 的 5 覆盖 {Ui}, 那么 H (F) 的 值 
不 变 . 

2.2 证 明 : HOF) 等 于 集 F 中 点 的 数目 . 

2.3 HELME: H (2) = 0; WR E C F, M(B) < UP) BHU F) < 
Doin M (Fi). l 

2.4 {8% F WKE [0,1], 证 明 : 4 0 < s< 18}, H°(F) = œ; 4 s > 1 时 , H?(F) = 0; 
及 0< HF) < œ. 

2.5 设 f 了 :R. 一 R 为 有 连续 导数 的 可 微 洋 数 . 证 明 ， 对 任何 集 A dima f(F) < 
dimy F( 首 先 考虑 当 F 为 有 界 集 的 情形 , 证 明 : f 是 PERE RRO. 

26 设 f1:R 一 RR 为 f(z) = 7 ,FF 为 RB 的 任何 子 集 . 证 明 : dimy f(F) = dimy F. 

2.7 设 f: [0,1] — R BAAR, id graph f = {(x, f(z)):0< zx<1}. WEH: 
dimy graphf = 1. 注意 : 特别 的 , 当 f 是 连续 可 微 时 也 有 同样 结论 , 见 练习 1.13. 

2.8 KR 上 的 集合 {0,1,2,3,…} 和 {0,1,1/2,1/3,1/4,…} 的 肾 斯 多 夫 维 数 各 是 多 少 ? 

2.9 设 F 是 由 0 与 1 之 间 十 进 制 表达 式 中 不 含有 数字 5 的 数组 成 的 集 , 用 “启发 式 ” 的 
讨论 说 明 dimy F=In 9/ln 10. 你 能 给 出 严格 的 论证 吗 ? 推广 这 个 结果 . 

2.10 iF ft R? PHL (x,y) 满足 z R y 的 十 进 制 表 达 式 中 含有 数字 5 而 组 成 的 
集 , 用 “启发 式 ” 的 讨论 说 明 : dima F= 2in 9/ln 10. 

2.11 用 “启发 式 ” 讨 论说 明 图 0.5 所 示 的 集 的 之 斯 多 夫 维 数 等 于 方程 4(1/4) + (1/2)° 
= 1 的 解 . 通过 求解 (1/2) 的 二 次 方程 , 找到 s 的 显 式 表 达 式 . 

2.12 设 下 是 由 三 进 制 表达 式 为 bmbm-_1… bi.a1a2…… 的 实数 组 成 的 集 , 其 中 a; 和 bi 
BARA 1. (所 以 F 由 向 外 和 向 内 扩展 的 类 似 康 托 尔 集 过 程 构造 得 到 ) 问 F aR AER 
是 多 少 ? 

2.13 设 集 由 三 进 制 表达 式 为 0.aiaz.… 的 数组 成 , 其 中 存在 正 整数 k( 可 以 依赖 x) 使 
得 对 所 有 > 天 有 ai 关 1, 问 此 集 的 上 家 斯 多 夫 维 数 是 多 少 ? 
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2.14 KF PAAR PECADO <A < 1 的 部 分 , 而 得 到 的 类 似 三 分 康 托 尔 
集 的 集合 , 用 “启发 式 ” 的 讨论 证 明 : dimu F = In2/In(2/(1— 》); MRS B= FxF CR’, 
用 同样 的 方法 证 明 : dimy E = 21n2/In(2/(1 — A)). 

2.15 证明 : 对 每 一 s,0 < s < 2, 存在 壹 斯 多 夫 维 数 为 s 的 平面 中 的 全 不 连通 的 子 集 . 

2.16 ik 5 为 平面 中 的 单位 图, S 上 的 点 由 相向 于 圆心 写 一 固定 轴线 的 夹 角 0 参数 化 ， 
所 以 01 与 9 表示 同一 点 的 充 要 条 件 为 通常 的 b: 与 6. 相差 2r 的 整数 倍 . 设 下 = {0€5: 
0 < 3°@ < x(mod2n),k = 1,2,---}, 证 明 : dimu F = ln 2/1n3. 

2.17 WH: Bh S5 g 为 维 数 函 数 , 满足 当主 一 OW, h(t)/g(t) 一 0. M HI (F) < oœ 
时 , 有 HUF) = 0. 


SIR 维 数 的 其 他 定义 


第 2 章 讨论 的 豪 斯 多 夫 维 数 是 后 面 各 章 将 要 应 用 的 维 数 的 主要 定义 . 然而 , 还 
有 其 他 一 些 广泛 应 用 的 定义 , 研究 这 其 中 的 一 些 定 义 以 及 它们 之 则 的 内 部 联系 是 很 
有 必要 的 . 当然 也 不 是 所 有 的 定义 都 可 以 普遍 应 用 ,有 些 只 能 用 来 描述 像 曲 线 这 样 

大 部 分 维 数 的 定义 都 基于 “用 尺度 5 进行 量度 ” 这样 的 思想 , 利用 下 面 的 方法 
进行 测量 : 即 忽 略 尺寸 小 于 6 时 的 不 规则 性 , 并 且 察 看 当 5 一 6 时 , 这 些 测量 值 的 
状况 如 何 . 例如 , 当 F 是 平面 曲线 , 则 测量 值 Ms(F) 可 以 用 两 脚 距 离 长 度 为 ô 的 两 
脚 规 , 度量 整个 F 所 需 的 步 数 确定 . 而 FF 的 维 数 则 由 Ms() RARR ER (如 采 
有 的 话 ) 决定 , 即 当 6 一 0, 如 果 对 常数 c 和 s, 有 


Ms(F) ~ 8-8, (3.1) 


则 可 以 说 具有 “分配 维 数 ”s, 而 c 则 可 以 看 成 是 集 F 的 “s 维 长 度 ”. 取 对 数 得 


In Ms(F)~lnc—slndo, (3.2) 
在 上 式 两 端的 差 随 6 趋 于 零 而 趋 于 零 的 意义 下 , 就 有 
In Ms(F) 
se ind (3-3) 


由 于 s 可 以 通过 在 5 值 的 一 个 适当 范围 内 , 作出 重 对 数 (in-ln) 图 的 斜率 来 估计 ( 见 
图 3.1), 所 以 上 述 公式 对 于 计算 和 实验 而 言 都 是 很 令 人 感 兴趣 的 . 在 实际 现象 中 , 当 
然 只 能 对 5 在 有 限 范围 内 进行 讨论 , 而 在 尺度 达到 原子 的 尺寸 之 前 , 理论 结果 与 实 
验 就 会 有 很 大 的 差别 . 例如 , 取 6 的 范围 在 20 米 和 200 PRZE, 根据 不 列 颠 海岸 
线 作出 的 重 对 数 图 , 可 以 得 到 的 分 配 维 数 约 等 于 1.2 . 

也 可 能 Ms(F) 不 服从 精确 的 幕 定律 , 但 与 之 最 接近 的 , 则 可 以 得 到 式 (3.3) 中 
的 下 极限 和 上 极限 . 

为 了 使 式 (3.1) 给 出 的 s 值 看 起 来 像 一 个 维 数 , 测量 的 方法 就 必须 与 测量 的 
集成 比例 , 使 得 如 果 F 的 大 小 扩大 一 倍 , 同时 尺度 也 扩大 一 倍 , 得 到 的 测量 值 并 不 
受 影响 ， 也 就 是 对 所 有 的 ô 必须 有 Ms(5F) = Mi1(F)， 如 果 在 这 里 修改 一 下 人 
FT, 并 重新 定义 Ms(F) 为 所 有 步 数 的 长 度 和 , 则 Ms(F) 是 一 次 齐 次 的 , 即 对 5 > 
0, Æ: Ms(6F) = ôM (F), 同时 必须 把 这 个 条 件 引 入 维 数 定义 的 考虑 中 . 一 般 地 ， 
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如 果 Mi) 是 d 次 齐 次 的 , 即 Ms(6F) = 0M (F), 则 形式 为 Ms(F) ~ côt- HTE 
定律 对 应 的 维 数 是 s. 


In M{F) 


Ind 
图 3.1 在 服从 短 定 律 Mo(F) ~ c67* 的 假定 下 , 对 集 F 维 数 的 经 验 估计 


于 不 三 在 严格 的 和 明快 的 规则 来 确定 某 个 其 是 否 能 合理 地 被 当成 一 个 维 数 . 也 
有 许多 定义 , 其 至 在 简化 的 情形 下 也 不 适合 上 面 所 谈 到 的 客 定 律 , 决定 一 个 维 数 定 
义 是 否 可 接受 的 因素 更 多 地 由 经 验 和 直觉 确定 . 为 确定 一 个 量 能 否 作为 维 数 , 通常 
是 去 寻找 它 的 某 种 类 型 的 比例 性 质 、 在 特殊 意义 下 定义 的 自然 性 以 及 如 下 文 讨论 
的 维 数 的 典型 性 质 ， 

应 当 注 意 一 些 表 面 上 很 相似 的 维 数 定义 , 具有 的 性 质 可 能 差别 很 大 . 不 应 当 假 
定 不 同 的 定义 对 同一 个 集合 能 给 出 相同 的 维 数值 , 即使 对 很 “规则 ”的 集 也 是 如 此 . 
这 样 的 假定 在 过 去 已 者 成 了 很 大 的 误解 和 混乱 . 对 任 一 维 数 应 当 从 它 的 定义 去 研究 
EWER STA AEN (在 本 书后 面 的 各 章 中 , 大 都 利用 它 进 行 研究 ) 所 具有 的 性 
质 , 别 的 维 数 未 必 都 具有 . 

对 一 个 “ 维 数 ” 来 说 , 希望 它 具 有 的 性 质 是 什么 呢 ? 在 第 2 章 讨论 的 豪 斯 多 夫 
维 数 的 那些 性 质 是 很 典型 的 . 


单调 性 如 果 EC F, ill dimy E < dimy F. 
稳定 性 dimy (E F) = max(dimy E, dimp F). 
可 数 稳 定性 dimy (U F;) = sup dimy F}. 
?一 工 lsi<co 
几何 不 变性 如 果 f R” 中 如 平移 、 旋 转 、 相 似 或 仿 射 之 类 的 变换 ， 
则 dinaf f(F) = dimy F. 
利 善 硕 蒋 不 变性 如 来 f EKNER KEH, 则 
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可 数 集 如 果 F 是 有 限 的 或 可 数 的 , 则 
dimy F=0. 
FR Æ F Æ R” 的 开 子 集 , 则 dimy F =n. 
LTE RAG 如 果 玉 是 m 维 的 光滑 流 形 (曲线 、 平 面 等 ), 则 dimy F = m. 


所 有 定义 的 维 数 都 是 单调 的 , 大 部 分 都 是 稳定 的 . 但 正如 我 们 将 看 到 的 , 一 些 普 
通 定义 的 维 数 不 具 有 可 数 稳定 性 , 并 且 在 可 数 集 上 具有 正 的 维 数 . 所 有 平常 的 维 数 
Al ce A Es Ft RANEY, 因此 也 是 刀 何 不 变 的 “ 开 集 ”和 “光滑 流 形 ”性 质保 证 了 维 数 
征 经 典 定 义 的 推广 应 当 注 意 的 是 : 维 数 的 不 同 定义 可 以 提供 关于 什么 样 的 集 是 利 
Ei SETA AIA fia E- 


3.1 ie He 


计 盒 维 数 或 称 盒 维 数 (Box-counting BY Box dimension) 是 应 用 最 广泛 的 维 数 之 
—, 它 的 普 所 应 用 主要 是 由 于 这 种 维 数 的 数学 计算 及 经 验 估计 相对 容易 一 些 . 对 这 种 
ne SC AY OTE BY LAGE BH BI 20 HE 30 年 代 , 并 且 对 它 有 各 种 各 样 不 同 的 称呼 : Kolmogo- 
rov RJ, RER, FEER (考虑 到 可 能 联想 到 位 势 理论 , 最 好 避免 用 这 个 术语 )、 度 
其 维 数 、 对 数 密 上 度 和 信息 维 数 等 . 本 书 中 将 恒 称 它 为 盒 维 数 或 计 盒 维 数 以 避免 混乱 . 

i F eR” 上 任意 非 衬 的 有 界 子 集 ，Ns(E) 是 直径 最 大 为 6, 可 以 覆盖 下 的 集 
的 最 少 个 数 , UEP APH SK fe LH SRA TAME LA 


. ET In N5(F) 
dim, F = lim Ts” (3.4) 
dimp F = Yim 2 Ns() (3.5) 
Be 6-0 —Ind | 


如 采 这 两 个 值 相 等 , WU PRat Sele ME PO TT BRS HER, 记 为 


ln Ns (FF 
dimp F = lim 一 一 人 5 ) 


hns (3.6) 


这 里 , 以 及 贯穿 本 书 都 假定 6 > 0 充分 小 , 以 保证 一 In6 以 及 类 似 的 量 都 是 严 
格 正 的 . 为 了 避免 “In0” 或 者 “ln co” 这 样 的 问题 , 一 般 只 考虑 非 空 有 界 集 的 盒 维 数 . 
在 研究 盒 维 数 的 一 般 理论 中 , 总 是 假定 考虑 的 集 都 是 非 空 且 有 界 的 . 

有 一 些 盒 维 数 的 等 价 定义 有 时 这 些 定 义 更 适合 应 用 . 考虑 R” 中 6 坐标 网 立 
方 体 , 即 下 列 形式 的 立方 体 


17214, (mı + 1)d] x --- x [mn0， (Mn 十 1)ô], 
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其 中 ml ,mn 都 是 整数 (回顾 一 下 , 在 Ri 的 “立方 体 ” 为 区 间 , 而 在 R EXE 
方形 ), 设 Ns(F) 是 6 网 立方 体 与 F 相交 的 个 数 , 显然 这 是 NiF) PHD vn 的 
‘ii F 的 集 类 , 因此 有 
Ns (F) < N5(F). 
MR 6Vn <1, 则 
—ln(ôyn) ~ —In./n—Ind Ind’ 
& 6 一 0, 取 下 极限 和 上 极限 ， 


In Ni(F) 
dim, F < li 一 ~ 0 
ZEB a; 一 no 


, (3.7) 
一 一 In NF) 
—Ind 
另 一 方面 , 任何 直径 最 大 为 6 的 集合 包含 在 3" 个 边 长 为 6 的 网 立方 体内 (由 包含 

这 个 集 的 一 些 点 的 一 个 立方 体 以 及 与 此 立方 体 相 邻 的 全 部 立方 体 组 成 ), 因此 


N3(F) < 3 N5(F), 


dimpF < lim (3.8) 


取 对 数 并 取 当 6 一 0 时 的 极限 可 以 得 到 与 式 (3.7) MA (3.8) 反 向 的 不 等 式 . 因此 
为 求 出 由 式 (3.4)~(3.6) 定义 的 盒 维 数 , 可 以 等 价 地 取 N (F) 为 与 F 相交 的 边 长 为 
6 的 网 立方 体 的 个 数 . 

盒 维 数 的 这 个 形式 的 定义 在 实际 中 有 广泛 的 应 用 , 为 计算 一 个 平面 集 F KHE 
维 数 , 可 以 构造 一 些 边 长 为 6 的 正方 形 或 称 为 盒子 , 然后 计算 不 同 5 值 的 “盒子 ” 与 
F 相交 的 个 数 Ni(Z)( 计 盒 维 数 由 此 得 名 ). 这 个 维 数 是 当 6 一 0 时 , No(F) 增加 的 
对 数 速率 , 或 者 可 以 由 函数 mm Ns(F) 相对 于 一 ln6 图 的 斜率 值 来 估计 . 

这 个 定义 给 出 了 盒 维 数 定 义 的 一 个 解释 , 与 集 F 相交 的 边 长 为 6 的 网 立方 体 
的 个 数 正 好 表示 了 这 个 集 是 如 何 展开 的 , 或 者 说 是 以 尺度 6 度量 时 这 个 集 的 不 规则 
程度 . 维 数 反 映 了 当 6 一 0 时 集合 的 不 规则 性 是 如 何 迅 速 表 现 出 来 的 . 

盒 维 数 的 另 一 个 经 芝 应 用 的 定义 还 是 具有 式 (3.4)~(3.6) 的 形式 , 不 过 把 其 中 
K NiF) 取 为 覆盖 所 需要 的 边 长 为 4 的 任意 立方 体 的 最 少 个 数 . 这 个 定义 的 等 价 
性 是 由 于 网 立方 体 的 性 质 , 注意 到 任 一 个 边 长 为 6 的 立方 体 的 直径 都 为 6Vn, 并 且 
任意 的 直径 最 大 为 6 的 集 一 定 包 含 在 一 个 边 长 为 6 的 立方 体内 . 

类 似 地 , 如 果 在 式 (3.4)~(3.6) PR Ns(F) 为 覆盖 F 的 半径 为 5 的 最 少 闭 球 数 ， 
所 得 的 维 数 值 与 原 值 也 完全 相等 . 

盒 维 数 的 另 一 个 等 价 定义 就 不 那么 显然 了 , 它 等 于 球 心 在 下 上 , 半径 为 6 的 相 
互 不 交 球 的 最 多 个 数 . H NEF) 表示 这 个 个 数 , 用 B1,…, Bni(r) 表示 半径 为 65、 球 


i>! 
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心 在 F 上 相互 不 交 的 球 . WR x 属于 了 F, 则 zx 至少 与 B; 中 的 一 个 球 的 距离 小 于 
ô, 否则 可 以 把 以 z 为 球 心 、 半 径 为 6 的 球 加 进去 , 而 组 成 更 多 的 不 交 的 球 . 这 样 ， 
Ns() 个 与 Bi 同心 , 但 半径 为 26( 直 径 46) HERB F, 而 有 


Nas(F) < NE(F). (3.9) 


另 一 方面 , 设 B1,…, Bur) 是 球 心 在 上 ,半径 为 5 的 相互 不 交 的 球 , 设 001,…, Uk 
是 任意 和 直径 最 大 为 6, Hit FAB. 由 于 万 必然 覆盖 Bi 的 球 心 , 所 以 每 个 Bi 
至 少 包 含 U; 的 一 个 点 . 由 于 Bi 是 不 交 的 , FU; 至 少 与 Bi 一 样 多 . 因此 


NS(F) < Ns(F) (3.10) 


对 式 (3.9) 和 (3.10) 取 对 数 并 取 极 限 , 表明 如 采用 这 样 的 NSC) 取代 原来 的 Nos (F), 
式 (3.4)~(3.6) 的 值 是 不 变 的 . 
这 些 不 同方 式 的 定义 概括 如 下 , 并 用 图 3.2 KK. 


d ee d T 
D Z 
(iv) S 


图 3.2 K F RREH 5 种 方法 , 见 等 价 定 义 3.1. 数 Ns(F) 可 以 取 为 : (i) 覆盖 F 的 半 
径 为 6 的 最 少 闭 球 数 : (ii) Bim F 的 边 长 为 6 的 立方 体 的 最 少 个 数 ; (证 ) F 相交 
的 5 网 立方 体 的 个 数 ; (iv) 覆盖 F 的 直径 最 大 的 6 的 集 的 最 少 个 数 ; (v) 球 心 在 F 
E, 半径 为 5 的 不 交 球 的 最 多 个 数 


等 价 定义 3.1 R” 的 子 集 五 的 下 金 维 数 和 上 人 金 维 数 由 以 下 两 式 给 出 : 


Ni 人 
dim, F = lim hs”? (3.11) 
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dimpF = lim Ths? (3.12) 
下 的 盒 维 数 由 下 式 定 义 : 
dimp F = lim 2Ns(¥) (3.13) 
5 一 0 —Ind 


(如 果 这 个 极限 存在 的 话 ), 其 中 NF) 是 下 列 五 个 数 中 的 任 一 个 : 

(1) AH F 的 半径 为 5 的 最 少 闭 球 数 ; 

(2) AŽ 下 的 边 长 为 6 的 最 少 的 立方 体 数 ; 

(3) 5 下 相交 的 6 网 立方 体 的 个 数 ; 

(4) AŽ 已 的 直径 最 大 为 6 的 集 的 最 少 个 数 ; 

(5) 球 心 在 F L, 半径 为 6 的 相互 不 交 的 球 的 最 多 个 数 . 
这 个 清单 还 可 以 进一步 扩大 , 在 实际 应 用 中 , 可 以 采用 一 种 对 每 一 个 特殊 问题 最 合 
适应 用 的 定义 . 

还 应 当 指 出 , 在 式 (3.11)~(3.13) 中 , 为 考虑 当 6 一 0 时 的 极限 , 只 要 考虑 通过 
任 一 满足 Skt > On 的 递减 序列 ðr 趋 于 零 时 的 极限 , 其 中 0 < c < 1; 特别 是 在 
bk =c* 的 情形 . 为 看 清 这 一 点 , 注意 到 如 果 6k+1 < 56<6x, 且 Nse(f) 是 F 的 5 覆盖 
集 的 最 少 个 数 , 则 


In Ns(F) < In Nó, (F) _ In Nép, (F) < In Ns (F) 


—Ind — ln ô} -nők + In Pkt —lnôk4ı +lnce 
k | 


因此 有 


Tm SO) < lim In Nog, (了 


5—0 —Ind ”Ko —Indy ` 


相反 的 不 等 式 是 平凡 的 , 下 极限 也 可 用 同样 的 方法 处 理 
还 应 当 指出 一 种 与 盒 维 数 定义 形式 相当 不 同 , 但 却 完全 等 价 的 定义 . 称 Fs 为 
Rn 的 子 集 F iy 5 平行 体 ,如 果 


(3.14) 


Fs ={x ER”: |cr—-y| < WEP yc F Maz}, (3.15) 


即 与 集 F BERGE 6 的 点 的 集合 . 考虑 当 5 O 时 Fs 的 n 维 体积 收缩 的 速度 .在 
Ra 中 , 如 果 已 是 一 个 单 点 , 则 Fs 是 一 个 体积 vol( Fs) = Žas? 的 球 ; 如 果 F 是 长 度 
为 [的 线段 , 则 Fs 像 根 “ 红 肠 ”, H vol(Fs) ~ zl62; 如 果 F 是 面积 为 a 的 平面 区 域 ， 
则 本质 上 是 F 的 加 厚 , vol(Fs) ~ 205. 在 以 上 每 种 情形 中 都 有 vol(Fs) ~ 059°, 
其 中 整数 s 是 F 的 维 数 , 所 以 6 的 指数 是 维 数 的 标志 . 63-* 的 系数 e 被 称 为 的 
Minkowski 容 量 , 也 就 是 相应 和 集 的 长 度 、 面 积 和 体积 的 量度 . 
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这 个 思想 可 以 推广 到 分 数 维 数 . 设 F 是 R 的 子 集 , 对 某 个 常数 s, 当 6 一 0 
时 , 如 果 vol” (F5)/6°~* BATERKA A, 其 中 vol” 表示 n 维 容量 , 则 可 以 认为 F 
是 s FEN. 这 个 极限 值 称 为 FF 的 s 维 容 度 , 这 是 一 个 用 起 来 较 少 限制 的 概念 , 因为 在 
不 交集 上 它 不 必 满 足 可 加 性 , 即 它 不 是 测度 . 即使 这 个 极限 不 存在 , 也 可 以 求 6 的 临 
界 指数 , 并 且 这 个 结果 关系 到 盒 维 数 . 

命题 3.2 wR XR" HTK, 则 


dim, F = n — lim PE 
dimpF =n — lim OLES) 
6-0 Ind 


这 里 Ps 二 五 的 6 平行 体 . 
证 明 WR F AER No (PF) 个 半径 为 6 < 1 RRB, 则 Fs 能 被 同样 多 的 半 
RA 26 与 前 面 的 球 同 心 的 球 履 盖 , 因此 


vol" (Fs) < Ns(F)en(26)", 


其 中 cn Æ R” 上 单位 球 的 体积 , 取 对 数 
ln vol” (Fs) < In2”c, +nlnd + In N5(F) 
-ln ` —In6d 
得 
lnvol (Fs) 
lim 一 -一 ~ 
0 一 0 —In 
对 上 极限 也 可 以 得 到 类 似 的 不 等 式 . 另 一 方面 如 果 有 NiF) RCE F 上 、 半 径 
为 6 的 互 不 相交 的 团 球 , 则 通过 增加 它们 的 容量 , 得 : 


N5(F )en(6)” < vol (Fs). 


取 对 数 , 并 令 6 一 0, 可 以 得 到 与 式 (3.16) 反问 的 不 等 式 , 再 利用 等 价 定义 3.1(5), 命 
REIS UE. 口 
由 于 命题 3.2, BAER AAT RPK A Minkowski 维 数 或 Minkowski-Bouligand 维 数 . 
理解 盒 维 数 与 坚 斯 多 夫 维 数 之 间 的 关系 是 非常 重要 的 . 如 果 F RB NF) 个 
Ben ô 的 集 覆 盖 , 则 由 定义 (2.1) 得 : 
H3(F) < Ns(F)6°. 
如 果 1 < He(F) = lim HECE), 那么 只 要 5 充分 小 , 就 有 In Na(F) + sind > 0, 于 是 


.ln Ns(F) 
< 一 ”c、 -~ 
s < lim ns ,所 以 


< -n + dimp F, (3.16) 


dimy F < dim, F < dimpF (3.17) 
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对 任意 的 下 CR" 成 立 . 一般 这 里 不 能 得 到 等 号 . 虽然 对 许多 “相当 规则 ”的 集 , oF 
斯 多 夫 维 数 与 盒 维 数 是 相等 的 , 然而 , 也 有 大 量 使 不 等 号 严格 成 立 的 例子 . 
MA s = dimp F, AA (3.6) 粗略 地 可 以 看 出 , 当 ô 充分 小 时 , No(F) ~ 6-s. 确 
切 地 , 它 说 明 
Vs(E)6 一 oo WM < dimp F 


和 Na(E)6 一 0 如 果 s > dimp F. 
但 是 。 Na(Pi = inf { 5": {Us} 是 下 的 (有限 的 )5 覆盖 }， 
它 应 当 与 H3(F) = inf { X JU? : {Ui} 是 的 6 覆盖 \ 


进行 比较 , 1X ey PAE eS FC EAE EE. FETT REM SRE, 我 
们 给 每 个 覆盖 集 Ui 以 不 同 的 份量 |U: 而 在 盒 维 数 的 计算 中 , 我 们 给 每 个 覆盖 集 
以 相同 的 份量 6°. 盒 维 数 可 以 被 认为 是 表示 一 个 集合 能 被 相同 形状 的 小 集合 覆盖 
的 效率 , 而 窜 斯 多 夫 维 数 涉 及 的 可 能 是 相当 不 同形 状 的 小 集合 的 有 覆盖 . 

这 就 会 引起 人 们 求 出 数值 v(F) = lim Ns(F)6° 的 愿望 , 但 由 此 给 出 的 不 是 R” 
上 子 集 的 测度 . 下 面 马 上 可 以 看 到 有 关 这 个 问题 的 一 个 推论 , 那 就 是 盒 维 数 有 些 不 
好 的 性 质 , 有 时 难以 进行 数学 处 理 . | 

由 于 盒 维 数 是 出 相同 形状 集 的 履 盖 确定 的 , 所 以 它 计算 起 来 比 豪 斯 多 夫 维 数 容 
Sy. 正 像 罕 斯 多 夫 维 数 计算 一 样 , 盒 维 数 的 计算 通常 也 是 分 别 涉及 到 求 维 数 的 下 界 
MER, 而 每 个 界 取 决 于 几何 观察 , 并 通过 代数 估计 而 得 到 . 

例 3.3 设 玉 是 三 分 康 托 尔 集 ( 见 图 0.1), 则 


dim, F = dimg F = In2/1n3. 


计算 BA, F 由 Ex 的 2* 个 长 度 为 3 的 水平 区 间 的 覆盖 , 如 果 3-* < 
56 乏 3 1 Wl] Ns(F) < 2*. 由 式 (3.5) 
dims F = Jim T S T pgo E T 
另 一 方面 , 如 果 3 一 si <3-*, 则 任 一 长 度 为 6 的 区 间 最 多 能 与 构造 F 中 的 , 一 
个 长 度 为 3”* 的 上 水 平 区 间 相 交 . 这 样 的 区 间 有 2* 个 , 所 以 为 了 覆盖 F, 至 少 需要 
KEX 6 的 区 间 2* 个 . 因此 Ns(F) > 2*, 即 得 dim, F > In2/1n3. 口 
因此 , 至 少 对 康 托 尔 集 来 说 , dimy F = dima F. 


3.2 ” 计 盒 维 数 的 性 质 与 问题 
例 维 数 的 下 列 基本 性 质 反 映 了 与 豪 斯 多 夫 维 数 类 似 的 性 质 , 同时 也 可 以 用 许多 
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同样 方法 验证 . 
(1) 对 R” 上 光滑 的 m 维 子 流 形 F, dimp F=m. 
(2) dim, 与 dimg 是 单调 的 . 
(3) dimp 是 有 限 稳 定 的 , 即 


dimp(EUF) = max { dims E, dims F }; 


然而 , 对 dimp, 相应 的 等 式 却 不 成 立 . 

(4) dim, 和 dims 是 双 利 普 希 欧 不 变 的 , 这 是 因为 , WE |fe) 一 f(y)| < cle — yl, 
H F BER NF) 个 直径 最 大 为 6 HRE, 则 在 映射 之 下 , 这 NF) 个 集 的 像 
也 组 成 FLE) 的 一 个 直径 最 大 为 cô 的 覆盖 , 因此 dims f(F) < dimg F. 类 似 地 , & 
维 数 也 有 像 罕 斯 多 夫 维 数 在 双 利 普 希 获 和 Holder 变换 下 的 性 质 . 

现在 介绍 一 些 计 盒 维 数 的 不 好 性 质 , 下 一 个 命题 似乎 很 不 错 , 但 却 有 令 人 讨厌 
的 推论 . 

命题 3.4 APR POMS (OS PF HR 的 最 小 闭 子 集 ), 则 


dimpF = dim, F, 
dimpF = dimpF. 
证 明 设 Bi1,…, Be 是 半径 为 6 的 闭 球 族 , 如 果 闭 集 Ù Bi 包含 F, 它 同时 也 


包含 ,因此 覆盖 F 的 半径 为 f 的 最 少 的 闭 球 也 足够 柳 盖 稍 大 的 集 下 结论 获 证 上 

这 个 命题 的 一 个 直接 推论 是 , 如 果 PER” 上 的 开 区 域 的 稠 子 集 , 则 dim, F = 
dimpF =n. 例如 , 设 下 是 0,1 之 间 的 有 理 数 集 (可 数 集 ), MW F=(0,1], 因此 dim, F = 
dimpF = 1. 于 是 可 数 集 可 以 有 非 零 的 盒 维 数 ,然而 做 为 单 点 集 的 每 一 个 有 理 数 的 
盒 维 数 显然 是 零 , 但 这 些 单 点 集 的 可 数 并 维 数 却 为 1 . 于 是 , 对 这 种 维 数 


dimp (UF) = sup dim g F; 一 般 不 真 . 


上 面 引出 的 一 个 小 集 , 即 可 数 点 集 , 破坏 了 维 数 的 概念 , 这 就 严格 限制 了 盒 维 数 
的 应 用 . 我 们 可 能 希望 , 如 只 把 注意 力 限 制 在 闭 集 上 , 也 许 情况 会 好 一 些 , 但 困难 依 
HFE. 

j 3.5 F={0,1,1/2,1/3,---} 是 一 个 dimg F =1/2 的 紧 集 . 

计算 ”假设 0<65<1/2, 而 上 是 满足 1/k(k 一 1) > 6 > 1/k(k+1) 的 整数 , 如 果 
U| < 6, 因为 1/(k 一 1) 一 1/k =1/(k-1)k > 6, W U REARS {1,1/2,---,1/k} 
中 的 一 个 点 , Aaa F RRR RRA OM kT, 故 Ns(F) > ,所 以 

In Ns(F) Ink 
—Ind ~ Ink(k+1)’ 
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2 6— 0, WW k — œ,  dimpF > 1/2. 而 男 一 方面 , 如 果 1/2 > 6 > 0, Rk WE 
l1/k(k — 1) >ô > 1/k(k +1), W (k+1) TKÆEXAJ ô HUKEA% [0,1/k], BF PW 
k 一 1 个 点 , 总 可 以 由 另外 天 一 1 个 区 间 覆 盖 , 则 Ns(F) < 2k, 从 而 
In N5(F) In 2k 
-ln6 ~ Ink(k—1) 


故 有 dimpF < 1/2. 口 
这 个 集 几 乎 每 一 点 都 是 相互 分 离 的 , 没有 人 把 它 看 成 是 分 形 集 , 但 它 却 有 很 大 
的 盒 维 数 . 
尽管 如 此 , 盒 维 数 不 仅 在 实际 应 用 上 很 方便 , 而 且 在 理论 上 也 很 有 用 . 可 以 证 明 
一 些 集 的 盒 维 数 与 察 斯 多 夫 维 数 是 相等 的 , 利用 这 两 种 维 数 的 相互 联系 , 经 常 可 以 
在 应 用 中 产生 很 好 的 效果 . 


“3.3 ”修改 的 计 盒 维 数 


对 上 一 市 中 概略 提 到 的 有 关 计 盒 维 数 的 困难 , 是 有 一 些 克服 办 法 的 . 然而 可 能 
这 并 不 令 使 用 者 感 兴趣 , 因为 这 又 重新 产生 了 与 罕 斯 多 夫 维 数 的 计算 相关 的 困难 . 

如 果 F Zé R” 的 子 集 , 可 以 试 着 把 FF 分解 成 可 数 块 F, F2,…, 使 得 最 大 的 一 
RRA AEN ER. 这 个 想法 引出 了 下 面 修改 的 计 盒 维 数 : 


dimmg F = inf { sup dimp $; : F C U Fi} (3.18) 


dimupF = inf f sup dims F; : F C U F, b. (3.19) 


(上 述 两 式 中 的 下 确 界 是 对 F 的 所 有 可 能 的 可 数 覆 盖 {Fi} 取 的 ) 显然 , dimmpF < 
dim F H dimmpF < dimg F. 然而 , 如 果 已 是 可 数 的 , 恰好 可 以 取 F; 为 单 点 集 , 此 
时 有 dimypF = dimupF = 0. 进一步 , 对 R” 的 任意 子 集 F, 有 


0 < dimy F < dimy pF < dimypF < dimpF < n. (3.20) 


容易 看 出 dimms 和 dimms 恢复 了 我 们 所 期 望 的 维 数 性 质 , 但 是 它们 计算 起 来 
MARERE. 然而 , 对 紧 集 检验 一 下 可 知 : 它 具 有 相等 的 盒 维 数 及 修改 的 盒 维 数 , 这 点 
是 有 用 的 . 它 可 以 应 用 到 被 称 为 “ 维 数 齐 次 ”的 集 上 . 

命题 3.6 设 下 C 及 是 紧 的 ,又 设 对 所 有 与 F 相交 的 开 集 站 


dimg (FNV) = dime F, (3.21) 


则 dimpF = dimms F; 对 下 计 金 维 数 而 言 , 类 似 的 等 式 也 成 立 . 
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证 明 Foc U Fi, 这 里 每 个 F, WEAR. 利用 Baire 分 类 定理 的 一 个 


形式 (可 以 在 任何 一 本 讲述 一 般 拓 扑 的 基本 教程 中 找到 这 个 定理 , 这 里 不 加 证 明 ， 
直接 引用 ), 可 以 证 明 存 在 一 个 i MFR V c R”, POV CK. Mi, 有 
dimg F; = dims F. 利用 式 (3.19) 和 命题 3.4, 得 : 


dimmg F = inf { sup dimp F; :FC U Fi, Fi 是 闭 集 } 之 dimg F. 


由 式 (3.20) 得 到 相反 的 不 等 式 , 对 下 盒 维 数 也 有 类 似 的 结果 . Oo 

作为 应 用 , 设 F 是 具有 较 高 程度 自 相 似 的 紧 集 , 例如 三 分 康 托 尔 集 或 von Koch 
曲线 . 如 果 V 是 与 F 相交 的 任何 开 和 集 , 则 五 门 站 包含 一 个 与 王 几何 相 似 的 五 的 部 
分 , 它 必 定 具 有 与 F 相等 的 上 盒 维 数 , 因此 式 (3.21) 成 立 , 由 此 得 出 盒 维 数 与 修改 
的 盒 维 数 相等 . 


“3.4 REMES 


RMR, 盒 维 数 或 修改 的 盒 维 数 都 不 是 通过 测度 定义 出 来 的 , 这 
可 能 会 给 它们 的 理论 发 展 带 来 一 些 困 难 . 尽管 如 此 , 上 一 节 中 的 思考 过 程 , 还 是 可 以 
在 用 最 少 的 数学 且 相 当 优 雅 的 方式 下 人 完成. A (2.16) PERNS REREN EDH 
小 球 履 盖 来 定义 的 , 然而 , dima 是 利用 最 少 的 等 半径 的 小 球 履 盖 来 定义 的 (等 价 定 
X 3.1(1)). 另 一 方面 , dims 可 以 看 成 是 这 样 的 维 数 , 它 依赖 于 互 不 相交 的 半径 相等 
的 尽 可 能 稠密 的 小 球 的 填充 (等 价 定 义 3.1(5). 在 数学 的 很 多 方面 , 覆盖 和 填充 起 着 
双重 作用 ; 理论 上 日 然 努力 地 去 寻找 一 种 由 半径 不 同 的 互 不 相交 的 小 球 尽 可 能 稠密 
的 填充 来 定义 的 维 数 . 

下 面试 着 用 上 紧 斯 多 夫 测 度 和 维 数 定义 的 模式 去 定义 一 种 新 的 维 数 . 4s > 0 
H ô>0, 


P3(F) = sup { 》 |Bil® : {Bi} 是 球 心 在 L, 半径 最 大 为 6, 互 不 相交 的 球 } 


(3.22) 
因为 P(E) 随 6 减少 而 递减 , 所 以 极限 


PE(F) = lim P3(F) (3.23) 


存在 . 此 处 又 遇见 了 在 盒 维 数 中 发 生 的 问题 , 从 对 可 数 稠密 集 的 考虑 中 就 容易 看 出 
PF) 不 是 测度 , 因此 修改 这 个 定义 为 : 


= int { SIPs): Fc UR}. (3.24) 
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可 以 证 明 Ps(P) 是 Rn 上 的 测度 , 一 般 称 之 为 s 维 填充 测度 (packing measure). 可 以 
用 通常 的 方法 定义 填充 维 数 ， 


dimp F = sup{s: P*(F) = œ} = inf {s : P*(F) = 0} (3.25) 


这 基本 的 测度 结构 立即 保证 单调 性 : 如 果 EC F, 则 dim, E < dim, F. 同时 , 对 可 
BU (Fi, 
| dimp ( U F;) = sup dimp fy, (3.26) 
?一 1 i 


因为 如 果 对 所 有 i, s > dimp Fi, 则 P: (U; F) < X; PI (F:) = 0, 因而 dimp (U; F;) < 
5 成 立 . 

现在 人 猎 究 填 充 维 数 与 其 他 维 数 的 定义 之 间 的 关系 , 并 且 验 证 一 个 令 人 惊奇 的 事 
K: 填充 维 数 恰 好 是 修改 的 上 盒 维 数 . 

引 理 3.7 dimp F < dimg F (3.27) 

证 明 ”只 要 证 明 dimp F=0, 则 结果 就 相当 明显 了 . 选 定 任 意 的 上 和 s, 使 0 < 
t < s < dimp F, Wl] P*(F) = œ, 所 以 PE(F) = œ. TE, 给 定 0 < 6 < 1, 存在 半径 
最 大 为 6, 球 心 在 F 上 相互 不 交 的 球 族 {Bi} 使 1 < SE, Bil. 设 对 每 一 个 k, 有 
nk 个 这 样 的 球 满足 : 27571 < |Bi| < 27*, W 


1 < 》 np27*°. (3.28) 
k=0 


必定 存在 k, HAL ny > 2 (1—25), 否则 式 (3.28) 中 几何 级 数 的 和 最 多 为 并 ce DRE Fs 
(1—2°*)=1. X nx 个 球 部 包含 一 个 球 心 在 F E, FA 274- < s 的 球 . 因此 
如 采用 NF) 表示 球 心 在 F E, 半径 为 6 的 互 不 相交 球 的 最 大 数目 , 则 


No-k-2 (F)(2-*-?)! 之 ny (2 *-2)¢ > 2-741 一 2°-8), 
其 中 2-4-2 < 6, 即 得 lim Na(F)ô' > 0, 因此 由 等 价 定义 3.15), 对 任意 的 0<t < 
dimp F, 都 有 dimpF > t, 所 以 式 (3.27) 得 证 . 口 


命题 3.8 wk F CR", 则 dimp F = dimypF. 
证 明 mR c U Fi, 则 由 式 (3.26) 和 式 (3.27) 4, 


dimp F < sup dimp F; < sup dimp F;. 


定义 (3.19) 给 出 了 dimp F < dimypF. 
RZ, WF s > dimp F, 则 P*(F) = 0, 由 式 (3.24) 知 , 如 果 此 时 下 cc UF, W 


对 每 一 个 有 Pi) < 00. 因此 , 只 要 5 充分 小 , 同样 对 每 一 个 i, 有 PZ) < o, 
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再 由 式 (3.22) 知 当 6 一 0 BY, No(F,)6° 有 界 , 其 中 Ns (Fi) 是 球 心 在 F, 半径 为 5 的 

相互 不 交 球 的 最 大 数目 . 于 是 依据 等 价 定义 3.1(5), 对 任意 i, A dime, <s, 再 由 

式 (3.19), 得 dimmpF < s, 命题 3.8 得 证 . 口 
至 此 , 有 了 下 面 的 关系 式 : 


有 例子 表明 , 上 面 式 子 中 的 任 一 个 不 等 号 都 不 能 用 等 号 代替 . 

RIB RAE TIE FE, 在 填充 维 数 的 研究 中 可 以 利用 强 有 力 的 测度 论 技 
巧 . 在 某 种 程度 上 , 由 于 填充 测度 在 许多 方面 可 以 “对 偶 ” 到 罕 斯 多 夫 测 度 , 所 以 填 
充 测度 的 提出 (KATES AS RM EGE 60 年 之 后 才 引 起 注意 ) 已 经 导致 了 对 分 
形 儿 何 测度 理论 的 进一步 理解 . 确实 , 上 之 斯 多 夫 和 填充 测度 的 一 些 相 关 结 果 经 常 是 
并 列 出 现 的 . 尽管 如 此 , 仍然 不 能 指望 填充 维 数 和 填充 测度 能 便于 应 用 和 计算 ; 为 了 
使 它 成 为 测度 而 在 定义 中 增加 的 式 (3.24) 这 一 步 使 它 比 察 斯 多 夫 维 数 更 难于 应 用 . 

填充 维 数 与 修改 的 上 盒 维 数 相等 这 一 点 使 它 的 应 用 状况 稍微 得 到 改善 ; 尤其 对 
处 处 具有 “局 部 ”常数 维 的 蛇 集 的 情形 , 这 种 改善 更 为 显著 . 而 在 实际 中 , 特别 是 在 
某 些 种 类 目 相似 集中 , 这 种 情形 是 经 常 发 生 的 . 

推论 3.9 KR FCR° ARK, 且 对 所 有 与 FARRAR VA 


dimg (FAV) = dimgF, (3.30) 
见 ] dimp F = dimpF. 
证 明 ”由 命题 3.6 和 命题 3.8 即 得 . 口 


当然 , 如 采 分 形 具有 相等 的 之 斯 多 夫 维 数 和 上 盒 维 数 , 这 是 最 好 的 情形 . 在 这 种 
情形 下 , 整个 式 (3.29) 中 的 等 号 都 成 立 , 很 多 这 样 的 例子 将 在 以 后 看 到 . 然而 , 只 要 
弱 得 多 的 条 件 dimy F = dimp F 成立, 也 能 使 对 集 F 的 分 析 变 得 容易 , 虽然 有 时 这 
个 条 件 难以 证 明 . 


3.5 ” 维 数 的 一 些 其 他 定义 


已 经 引出 了 许多 各 式 各 样 的 维 数 的 其 他 定义 , 其 中 许多 只 是 为 了 应 用 , 当然 只 
能 用 在 它们 适合 应 用 的 范围 内 . 

特殊 形式 的 曲线 产生 了 几 种 维 数 的 定义 ， 定义 一 曲线 或 称 若 尔 当 曲线 CO 为 在 
连续 双 射 了 : [2,6] 一 R” 下 的 区 间 [a,b] 的 像 ，( 这 里 把 注意 力 只 限制 在 非 自 交 
的 曲线 上 .) 如 果 C 是 一 曲线 , H 6 > 0, 设 7z0,…,zm 是 C LAA, 旦 满足 对 
k= 二 1,2,…,m, 有 |zk 一 Zk_1| = 6, 定义 Ms(O) 为 曲线 C 上 的 点 zo……,zm 的 最 
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大 数目 , 则 (Ms(C) 一 1)6 可 以 看 成 是 利用 两 肢 间 距离 为 6 的 两 脚 规 , 测量 C 所 得 的 
“KE”. 分 配 维 数 (divider dimension) 定义 为 : 


lim In Ms(C) 
6-0 —lnå 


假设 这 个 极限 存在 (否则 可 以 利用 上 极限 和 下 极限 定义 上 分 配 维 数 和 下 分 配 维 数 )， 
容易 看 出 , 曲线 的 分 配 维 数 至 少 等 于 盒 维 数 (假定 它们 都 存在 ). 在 简单 的 自 相似 集 
的 例子 中 , 比如 像 von koch 曲线 , 它们 是 相等 的 . 不 列 颠 海岸 线 的 维 数 为 1.2 的 结论 
一 般 是 利用 分 配 维 数 定 出 的 , 这 个 经 验 值 是 对 6 值 大 约 在 20 米 到 200 千 米 之 间 , 对 
A (3.31) 的 比值 进行 估计 得 出 的 . 

作为 察 斯 多 夫 维 数 的 变化 形式 , 对 曲线 还 可 以 定义 一 种 维 数 , 它 是 利用 曲线 自 
喘 的 区 间作 为 一 组 徐 盖 集 来 定义 的 . 观察 inf (dT, lt- ph 其 中 下 确 界 是 
对 使 所 有 直径 [fltii,t]| RBA 6 WERTE a= to < ti <- < tm =b RH. S 
6 一 0, 且 认 为 使 极限 从 ce BEE 0 的 那 一 点 s 的 值 为 维 数 . 对 自 相 似 的 例子 如 von 
Koch 曲线 , 这 个 值 等 于 察 斯 多 夫 维 数 , 但 是 对 于 “ 挤 压 ”形式 的 曲线 , 如 某 些 函数 的 
图 ( 见 第 11 章 ), 则 可 能 得 到 稍 大 一 些 的 值 . 

有 时 人 们 对 作为 集 4 边界 的 分 形 F 的 维 数 感 兴趣 . 可 以 用 通常 的 方法 定义 下 
的 盒 维 数 , 但 是 有 时 对 4 与 其 他 集 之 间 的 区 别 进 行 特殊 的 考虑 是 很 有 用 的 . 于 是 下 
面 的 “s FEAR, 即 盒 维 数 定义 的 变化 有 时 是 很 有 用 的 , 其 中 , 需要 计算 包含 在 4 
HF 距离 小 于 或 等 于 6 的 点 集 的 体积 . 定义 R 中 集 4 的 边界 所 的 单 边 维 数 如 
下 : 


, (3.31) 


n lm In vol” (F () A) 
å—0 Ind 


其 中 Fs 是 下 的 5 平行 体 (与 命题 3.2 比较 ). 这 个 定义 能 应 用 到 固体 的 物理 表面 , 其 
中 所 取 的 体积 与 表面 非常 接近 , 这 点 很 重要 . 这 个 定义 同时 应 用 于 具有 分 形 边 界 的 
偏 微 分 方程 

有 时 还 可 以 通过 一 个 集 的 余 集 定义 维 数 . 假定 是 从 单位 区 间 [0,1] 中 去 掉 一 
系列 区 间 h, 12,… 而 得 到 的 集 , 如 康 托 尔 集 的 构造 . 可 以 定义 维 数 等 于 so, 使 得 如 
果 s < so, RB 


(3.32) 


3 Fab | We oN, 如 果 8 < 80, (3.33) 


j=1 7 AR, 如 果 3 > 80; 


数 so 称 为 这 个 序列 的 临界 指数 ,对 二 分 康 托 尔 集 , 这 个 系列 是 OR, 27713, 相 
应 的 so = In2/ In3, 此 情形 下 so ate RASA BEBO. 一 般 地 , so 等 于 下 
的 上 盒 维 数 . 
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维 纹 (Dimension print) 给 出 了 一 个 性 质 相 当 不 同 的 运 斯 多 夫 维 数 的 有 趣 变 形 . 
它 可 以 看 成 是 一 种 “指纹 ” 形 的 维 数 ， 能 够 使 具有 相同 坚 斯 多 天 维 数 但 有 不 同 特点 
的 集 被 区 分 出 来 . 特别 是 它们 表现 了 和 集 的 非 各 向 同性 的 特点 . 

把 注意 力 集 中 在 平面 子 集 上 , 此 时 , 维 纹 也 具有 平面 的 性 质 . 维 纹 的 定义 非常 类 
(Fae tS FARR EX, 但 它 用 定形 履 盖 并 用 目 形 的 边 长 代 蔡 定义 中 的 直径 . 设 
U 是 一 个 定形 ( 边 不 必 与 坐标 轴 平 行 ) Lit a(U) > bU) EU 的 两 个 边 长 , s,t 是 
非 负 数 . XT R? OER F, 设 


Hy" (F) = inf { > a(Ui)*b(Ui)! : {Ui} F aN 6 RTE Bae 
用 通常 的 方式 , S ô 一 0 BSS RABY ME H, 
He (F) = lim H3” (F) 
(注意 HO 正好 是 s 维 罕 斯 多 夫 测 度 的 接近 形式 , 这 里 只 能 是 6 ER m) SP 的 


维 纹 , 记 为 print, 被 定义 为 使 HOOF) > 0 的 所 有 非 负数 对 (5,2) 组 成 的 集合 . 
利用 测度 的 通常 性 质 , 容易 看 出 维 纹 具 有 单调 性 


print F, C print Fh WR FL c Fy (3.34) 
和 可 数 稳定 性 四 
print (U F;) = |] print F;. (3.35) 
?一 二 t=] 
而 且 , 如 果 (s, 是 print 中 的 一 个 点 , H (st) 满足 
sS +E Sst, t<t (3.36) 


Wy) (s’,t’) EprintF. 

遗憾 的 是 维 纹 不 太 容 易 计算 . 图 3.3 举 出 一 些 众所周知 的 例子 . 注意 , 在 图 中 ， 
察 斯 多 夫 维 数 是 由 维 纹 和 z RASS AEDS. 

维 纹 是 一 个 有 用 的 紧 斯 多 夫 维 数 的 推广 . 注意 在 图 中 最 后 两 种 情况 的 维 纹 是 
如 何 区 别 的 , AARRE AES (或 金 维 数 ) 都 十 15, 而 其 中 一 个 是 似 生 的 ， 
另 一 个 是 层 状 的 . 
这 种 方式 定义 的 维 纹 的 一 个 缺点 是 它 不 是 利 普 希 蒋 不 变 的 . 直线 段 和 光滑 的 凸 
曲线 是 双 利 普 希 欧 等 价 的 , 但 它们 的 维 纹 是 不 同 的 . 沦 滑 凸 曲线 的 维 纹 还 关系 到 它 
的 曲率 . 如 果 把 维 纹 重新 定义 为 所 有 满足 HOR’) > 0 (s,t) 的 集合 , 其 中 F 
是 一 的 全 部 双 利 普 希 欧 像 , 那么 还 是 能 避免 这 个 困难 而 保证 维 纹 的 利 普 希 区 不 变 
性 , 但 势必 进一步 增加 它们 计算 中 的 困难 . 
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实 正方 形 


圆 或 圆 弧 
的 周 线 


RIM SRAR NASA 
t 的 均匀 康 托 尔 集 的 
AAS, Herps<t 

( 见 例 7.4) 


由 维 数 为 3/4 的 两 
个 均匀 康 托 尔 集 的 
乘积 集 确定 的 豪 其 
多 夫 维 数 为 1 的 
“WE” R 


由 维 数 为 1/2 的 均匀 康 
托 尔 集 与 一 直线 段 的 
乘积 集 确定 的 豪 斯 多 
RERI 

“ 层 状 ” 集 


SEES pigi 
se esen 


se 
ss ca Sees 
Bi pg 


ii Ul 


0 l s+r2 


~ 一 一 


图 3.3” 几 种 平面 集 的 维 纹 


当然 也 可 以 用 相等 的 矩形 覆盖 这 种 类 似 于 盒 维 数 定义 的 方法 , 而 不 用 类 似 豪 其 


多 夫 维 数 的 方法 定义 维 纹 . 但 是 对 它 的 计算 仍然 是 不 好 办 的 . 


3.6 


LEICA SM 
在 各 种 数学 文献 中 有 许多 “分 形 维 数 ” 的 不 同 定义 . 盒 维 数 的 後 始 似 乎 很 难 追 


3.6 注 记 和 参考 文献 453 


WT, 研究 豪 斯 多 夫 测 度 及 维 数 的 先驱 们 肯定 已 经 考虑 过 盒 维 数 , 但 由 于 从 数学 观 
点 看 来 它 不 是 那么 令 人 满意 从 而 把 它 舍 弃 了 . Bouligand 在 1928 年 把 Minkowski # 
度 应 用 到 非 整数 维 的 问题 上 , 而 盒 维 数 的 更 一 般 定 义 由 Pontrjagin 和 Schnirelman 
在 1932 年 给 出 . 

填充 测度 和 维 数 的 提出 则 晚 多 了 , Eh Tricot 引入 (1982). 这 种 维 数 和 测度 
与 豪 斯 多 夫 测度 和 维 数 的 类 似 及 对 比 被 证 明 是 一 个 重要 的 理论 工具 . Mattila(1995) 
和 Edgar(1998) 讨论 了 填充 测度 及 盒 维 数 和 填充 维 数 ，Tricot(1995) 考虑 了 曲线 的 
BERN. 

维 纹 是 由 Rogers(1988,1998) 创新 提出 . 


练 J 


3.1 Rf: F +R” 是 利 普 希 蒋 函数 , 证 明 dimpf(F) < dimpF 及 dimsf(F) < 
dims F. 更 一 般 地 , 证 明 : 如 果 f 满足 Holder 条 件 |f(z) — f(y)| < cele — yl”, HR c> 0, H 
0<a< 1, JU dimp f(F) < —dimsf(F). 

3.2 ”从 定义 直接 验证 ， 由 等 价 定义 3.111) 和 (3) 所 给 出 的 盒 维 数 是 相等 的 . 

3.3 设 下 是 由 [0.1 中 那些 按 十 进 制 展开 式 中 没有 5 的 数组 成 的 集 , 证 明 F 的 盒 维 数 
存在 , 并 求 出 dims F. 

3.4 验证 图 0.4 所 描述 的 康 托 尔 侍 的 盒 维 数 等 于 1( 取 Eo 的 边 长 为 1). 

3.5 利用 等 价 定义 3.1(4) 验证 von Koch 曲线 的 上 盒 维 数 最 多 为 In 4/In 3, 并 用 3.1(5) 
验证 相应 的 下 盒 维 数 最 小 为 这 个 数值 . 

3.6 ”利用 等 价 定 义 3.1 的 方便 条 件 去 求 图 0.3 中 的 Sierpinski 垫 的 盒 维 数 . 

3.7 设 忆 是 三 分 康 托 尔 集 , 若 0<56 < RE OPK Fs 的 长 度 , 并 由 此 利用 命 
题 3.2 求 F 的 盒 维 数 

3.8 构造 一 个 集 F, 使 dimpF < dima F(A: 令 kn = 10°. 改动 在 三 分 康 托 尔 集 构 
造 中 去 掉 的 区 间 的 长 度 , 在 构造 的 第 上 步 , 如 果 kon <k < kayi, 则 去 掉 区 间 中 国 的 1/3; 
当 kan—-1 < k < kan, 则 去 掉 区 间 中 间 的 3/5). 

3.9 XIR WARTE EM F, 验证 


dims (ELJF) 一 max{dimp £, dimg F} 


3.10 构造 R 的 子 集 EM F, 使 它们 满足 dimp(EUF) > max{dimp E, dimp F} ( 提 
示 : 考虑 两 个 练习 3.8 中 指出 的 集合 ). 

3.11 Æ {0,1,1/4,1/9,1/16,…} HAME RERE ERE TIA? 

3.12 RHE RB 的 两 个 不 交 的 博 雷 尔 子 集 EA F, W Pi(EU F) + Po (E) + Po (F). 

3.13 von Koch 曲线 的 填充 维 数 等 于 多 少 ? 

3.14 K von Koch 曲线 的 按 (3.31) 式 定 义 的 分 配 维 数 . 
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3.15 证 明 按 (3.31) 去 定义 的 曲线 的 分 配 维 数 大 于 或 等 于 曲线 的 盒 维 数 , 假设 两 种 维 
数 都 存在 . 

3.16 设 0< 入 <1 王 是 在 构造 的 每 一 步 都 去 掉 区 间 中 一 段 比 例 为 入 的 部 分 而 得 到 
的 “中 间 入 康 托 尔 集 ”. 证 明 : F WIRA (3.33) HARRI VARS TE RE RE 
数 与 盒 维 数 . 

3.17 验证 维 纹 的 性 质 式 (3.34)~(3.36), 给 出 一 个 维 纹 不 是 凸 的 集 的 例子 . 
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直接 计算 每 一 个 集 的 维 数 , 特别 是 紧 斯 多 夫 维 数 , 将 使 读者 认识 到 直接 利用 定 
义 计 算 的 局 限 性 ; 严格 的 维 数 计算 往往 需要 连篇 累 生 的 复杂 计算 和 几乎 不 提供 任何 
直观 启发 的 估计 . 

在 这 一 章 中 , 集中 了 一 些 计算 察 斯 多 夫 维 数 有 效 的 且 很 基本 的 技巧 . 其 他 的 一 
些 能 应 用 到 比较 特殊 情形 的 方法 , 则 可 以 在 本 书 的 其 他 部 分 找到 . 


4.1 基本 方法 


作为 一 个 基本 的 运算 规律 , 之 斯 多 夫 测 度 和 维 数 的 上 界 , 一 般 是 利用 一 些小 集 
合 的 有 效 覆 盖 得 到 ; 而 下 界 则 是 通过 在 集 上 配置 一 个 测度 或 质量 分 布 来 求 得 ; 大 多 
数 分形 维 数 的 “明显 的 ”上 界 佑 计 可 以 由 小 集合 的 目 然 履 次 得 到 

命题 4.1 设 下 可 以 由 n 个 直径 最 大 为 OF MRAZ, LI k> ott, 
Ôk 一 0, 


则 dimy F < dim, F < lim 下 PN 


mipir 


k=% 一 In Ok ) 


mE, 如 采 当 k— oo 时 , nde RAFAH, W HOP) < 00; LHS ðk 一 0 时 ,存在 
O<c<1,  dp41 Z ck MZ, AY 


In Nk 


dims F < jim — In Ôk l 

证 明 第 一 个 不 等 式 成 立 由 盒 维 数 的 定义 和 式 (3-14) RS, 而 由 式 (3.17) 有 
dimy F < dimp F. 如 果 nrf AR, WHE (F) < ngôg, 所 以 当天 一 oo 时 , HE (F) 
趋 于 有 限 的 极限 H (F). L 

于 是 , 如 前 面 所 述 的 例 2.7 三 分 康 托 尔 集 的 情形 , CEKEN 3-* 的 2* 个 区 间 
组 成 的 自然 覆盖 , 这 就 给 出 dimy F < dim, F < dimpF < In2/1n3. 

使 人 感到 惊奇 的 是 , 察 斯 多 夫 维 数 的 “明显 ”的 上 界 经 背 就 是 维 数 的 实际 数值 ， 
然而 要 证 明 这 个 结论 却 可 能 是 困难 的 . 为 得 到 一 个 维 数 的 上 界 , 只 要 计算 集 下 的 一 
个 特殊 覆盖 {Ui} 的 形式 为 > Ul 的 和 值 即 可 ; 而 为 求 维 数 的 下 界 , 却 必须 证 明 , 对 
F 的 所 有 6 覆盖 , SOU 比 某 个 正常 数 大 . 显然 , 有 大 量 这 样 的 覆盖 是 有 效 的 . 特 
别 , 在 考虑 豪 斯 多 夫 维 数 时 与 考虑 盒 维 数 不 同 , 必须 考虑 一 些 覆 盖 {U0i}, 其 中 的 一 
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部 分 集 非 常 小 , 而 另 一 部 分 集 有 相对 较 大 的 直径 . 这 样 , 在 估计 维 数 上 界 时 有 效 的 
那些 > jU: , 在 考虑 下 界 时 就 不 好 用 了 . 

解决 这 一 困难 的 一 个 方法 是 设法 证 明 , 单个 集 OU 相 比 起 以 UF 作为 它 的 大 小 
的 量度 来 说 , CB F 的 部 分 不 能 太 大 . 因此 , 如 采集 类 {Ui} BEST F, 则 和 
> Ui)" 的 值 不 能 太 小 . 这 么 做 的 通常 办 法 是 分 配 一 个 适当 的 质量 分 布 4 在 Ff 上， 
并 旦 把 由 每 个 U0U 覆盖 的 质量 MU) 与 | 进行 比较 .( 称 一 个 支撑 包含 在 下 内, HE 
0 < u(F) < œ 的 测度 4 为 上 的 一 个 质量 分 布 , 见 1.3 49.) 

质量 分 布 原理 4.2 设 几 是 下 上 的 质量 分 布 , 且 对 某 个 s, 存在 c>0 和 6>0, 使 


AUD) < c|U]? (4.1) 
对 任意 满足 |U] <6 WRU RÈ, 则 HEF) > w(F)/c; 
且 s < dimp F < dimpF < dimpF. 
证 明 如果 {Ui} Æ F OEE, 则 利用 测度 的 性 质 和 式 (4.1), 有 
0 < u(F)< „(U Ui) < DORODD U. (4.2) 


在 上 式 中 取 下 确 界 , 如 果 6 充分 小 , 则 HEF) > u(F)/c, 因此 H (F) > jp(F)fc. 
由 u(F’) > 0 BN dimy F 2 s. 口 

注意 , 当 几 是 及 ”上 的 质量 分 布 , TP 是 R 的 任意 子 集 时 , 结论 Hs(F) > 
WE) /c 仍然 成 立 . 

质量 分 布 原理 4.2 为 三 分 康 托 尔 集 POLE 0.1) 的 豪 斯 多 夫 维 数 给 出 了 一 个 快 
捷 的 下 界 估 计 : 设 4 是 上 的 自然 质量 分 布 , 即 在 构造 中 , Ep 的 每 一 个 长 度 为 3 
的 2* 个 水平 区 间 中 , 每 个 都 带 有 质量 2 一 (可 以 想象 从 Eo 上 的 单位 质量 开始 , 依 
次 把 Ex 中 每 个 区 间 上 的 质量 平均 分 配给 它 在 Eki 上 的 两 个 子 区 间 , 见 命题 1.7). 
设 IU| < 1,k 为 正 数 , WE 3-4) < |U] <37*, 则 如 最 多 可 与 Er 的 一 个 区 间 相 交 ， 
所 以 

u(U) < 9—k 一 (gin 2/In3)—k — (375) 2/1n3 < (3 JU })in2/ins 


因此 由 质量 分 布 原理 , HP 2719380) > 372/3 = 1/2, 所 以 得 dimy F > In2/In3. 
例 4.3 i Fı = Fxl[0,1]C R? 是 三 分 康 托 尔 集 F 与 单位 区 间 的 乘积 集 ， 令 
s=1+In2/In3, W| dimg Fi = dimy Fy = s, HX 0 < He (Fi) < œ. 
计算 ”对 每 个 有 ,已 存 在 一 个 由 2 THR BE 3-A 的 区 间 组 成 的 覆盖 集 , 由 3? 个 
边 长 为 3*( 直 径 3-*V2) 的 正方 形 组 成 的 柱 集 覆 盖 A 在 每 个 区 间 上 的 部 分 , 把 这 些 
柱 集 算 在 一 起 , Fa 可 以 被 2 x 3* 个 边 长 为 3“ 的 正方 形 覆 盖 . 于 是 , Hil) < 
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3k2k (37E V2)" — (3 x2 x 3—1-In2/In3)k x 98/2 > 28/2 因此 有 H° (Fi) < 93/2 和 
dimy F; < dimp F; <S dimpF; < s. 

现在 接着 定义 F 上 的 一 个 质量 分 布 彤 把 上 面 提 到 的 上 的 目 然 质量 分 布 (F 
的 每 个 长 度 为 3 的 上 水 平 区 间 上 有 质量 2“) 延 着 其 上 的 柱 集 均匀 地 “ 铺 开 ”. 即 
如 果 U 是 各 边 都 平行 于 坐标 轴 的 矩形 , 而 且 正 好 在 的 一 个 水 平 的 区 间 上 , 高 
度 为 h <1, 则 AD) =h-2-*. 任 一 个 集 U, 一 定 包 含 在 边 长 为 |Ul, 各 边 都 平行 于 
坐标 轴 的 正方 形 中 ,如果 3+ < IU| < 37", WU 最 多 只 位 于 长 度 为 3“ 的 下 的 
一 个 水平 区 间 之 上 , 所 以 


u(U) < ju|2-* < JU | 37 in 2/ins < U| (3 y|) 2/13 — gln 2/ ln3 lu 一 9 lute 


由 质量 分 布 原理 4.2, H°( FL) > 1/2. 口 

注意 到 例 4.2 和 例 4.3 把 自 相 似 集 推广 到 更 广 的 情形 , 确实 , 后 面 将 要 见 到 的 定 
FE 9.3 可 以 看 成 是 这 个 计算 的 进一步 推广 . 

这 个 例子 中 , 乘积 集 的 维 数 等 于 两 个 截 集 维 数 之 和 , 这 个 问题 将 在 第 7 章 深 入 
人 研究. 

下 面 的 R 的 子 集 的 一 般 构 造 , 可 以 看 成 是 康 托 尔 集 构造 的 一 般 化. 设 [0,1] = 
Eo D E D E D… 是 不 升 的 集 序列 , 每 个 Ex 都 是 有 限 个 不 交 的 闭 区 则 (PRA kK 
平 基本 区 间 ) 的 并 , Ex 的 每 个 区 间 至 少 包含 Err 中 的 两 个 区 间 , 并 且 当 一 co 时 ， 
Ey 中 最 长 区 间 的 长 度 趋 于 0. 则 集 


F= N Ek (4.3) 


是 [0,1] 的 一 个 完全 不 连通 的 子 集 , 它 是 一 个 普通 的 分 形 集 ( 见 图 4.1). 
Ey 
E, 
— E, 
E, 
F= 


NBE, 


图 4.1 R 的 一 个 子 集 的 一 般 构 造 的 例子 


为 得 到 F 的 维 数 的 明显 上 界 , 对 每 个 k, 把 Ex 的 区 间作 为 一 个 共 冀 集 来 用 是 
可 行 的 ; 但 与 通常 情形 一 样 , 维 数 的 下 界 是 很 难 找到 的 . 注意 到 , 在 下 一 个 例子 中 ， 
dimy F 的 上 界 佑 计 依 赖 于 基本 区 间 的 数目 和 大 小 , 而 下 界 的 估计 依赖 于 它们 的 间 
隔 . 为 了 使 这 两 个 值 相等 , 上 十 1 水 平 区 间 必 须 “几乎 的 本 地 分 布 ” 在 天 水 平 区 间 
内 部 . 
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例 4.4 设 0<s<1, 又 设 在 一 般 构 造 式 (4.3) 中 ,每 个 kk 水 平 基本 区 间 I, é 
含 在 其 内 的 下 十 1 水 平 区 间 五 ,了 (ma 之 2) RAAF, 且 间 隔 也 相等 ,长度 由 下 
式 确定 | 

l= — (lgigm), (4.4) 


L5TlAMA HARSH, Im 与 了 有 相同 的 右 疡 点 ,， 则 有 
dimy F=s 和 0<H°(F) < oo. 


(注意 , 在 构造 过 程 中 , 对 不 同 的 区 间 I,m 可 以 不 同 , 因此 天 水 乎 区间 可 以 具有 各 种 
不 同 的 长 度 .) 
计算 对 上 面 提 到 的 L, fi, 


= DAT. (4.5) 


对 每 个 k, Æ k 水 平 区 间 上 应 用 归纳 法 , 则 对 每 个 都 有 等 式 1 = OG, 这 里 的 求 
和 是 对 所 有 水 平 区 间 I 来 求 和 的 . 这 些 k KP RRP, 因为 当 一 oo 时 , 最 
大 的 区 间 长 度 趋 于 零 , 所 以 对 充分 小 的 6, 有 HSCF) <1, BY Hs(F) <1. 

现在 在 上 分 配 一 个 质量 u, 使 得 只 要 了 是 任 一 个 天 水 平 区 间 , 就 有 AD = | 于 
这 样 以 单位 质量 从 (0,1) 开始 , 平均 分 配 质量 到 每 个 1 水 平 区 间 ; 每 个 1 水 平 区 间 
又 把 质量 平均 分 配 到 其 内 的 2 水 平 的 子 区 间 上 , 并 如 此 不 断 进行 下 去 ( 见 命题 1.7). 
由 等 式 (4.5) 可 以 得 到 一 个 在 每 个 基本 区 间 工 上 都 有 AD = | 的 质量 . 接着 先 估 
计 端 点 在 了 上 的 任 一 区 间 U 的 质量 uU), WT SU 的 最 小 基本 区 间 , Eit I 
Æ k 水平 区 间 , 若 五 ,… Im 是 包含 在 了 中 的 上 十 1 水平 区 间 , WU Sp Sats 
相交 , 否则 U 就 包含 在 更 小 的 基本 区 间 内 了 . 利用 式 (4.4), 两 个 相 邻 的 五 之 间 的 间 
隔 是 : 


(\Z|—m |Fi\)/(m—1) = H} hm Ua / |) /(m—1) =| a-m) / (m3) > cs || /m, 
XE m> 2, 0<s <1, c; = (1—25), 于 是 


j—1 


cs |I| > J 
m 


2m 


lU| > cs |I]. 


由 式 (4.4) 可 得 

nu(U) < ju) = j IL = i 下 < 2°78 (2) i U|? < 24c7® |U}. (4.6) 
LAAT EAE F 内 的 区 间 U 都 成 立 , 因此 对 任何 区 间 U 也 成 江 (只 
要 应 用 式 (4.6) 到 包含 UNF 的 最 小 区 间 上 ), 由 质量 分 布 原理 4.2, Hs(F) > 0. O 
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对 例 4.4 中 的 ALD) 的 更 细微 的 估计 可 以 得 到 Hs(F) = 1. 
在 例 4.4 构 造 的 过 程 中 , 如 果 m 始终 保持 沼 数 而 得 到 的 集 称 为 均匀 康 托 尔 集 ( 见 
图 4.2). 这 给 出 了 三 分 康 托 尔 集 的 一 个 上 自然 推广 . 


了 


图 42 —Phm=3,r=—4/15, 4 dimy F = dimg F = In3/ — In(4/15) = 0.831 
的 均匀 康 托 尔 集 

例 4.5 均匀 康 托 尔 集 Bm 是 大 于 或 等 于 2 的 整数 , 且 0 <7 < 1/m, 5 
上 题 类 似 , 但 在 构造 的 每 一 步 , 把 每 个 基本 区 间 械 都 用 m 个 间 陋 长 度 相 等 、 长 度 为 
rll 的 子 区 间 取 代 , 同时 使 两 闹 的 子 区 间 与 工 各 同 有 一 个 痛 点 , 由 这 样 构造 而 得 到 
3 & F, N| dimy F = dimg F = Inm/(—Inr), EO0<HPm/- mF) < oo. 

计算 BF 是 在 例 4.4 H, 取 mm 为 常数 , s = lnm/( 一 In7) 而 得 到 的 一 般 康 托 
尔 集 , 此 时 方程 (4.4) 变 成 恒等式 (rU) = 二 l, 因此 dima F = s. 至 于 盒 维 数 
注意 到 对 每 个 大 FAm 个 长 度 为 r“ 的 大 水 平 基本 区 间 履 盖 , 用 通常 的 方法 可 
得 dimgF < Inm/ —Inr. 

中 间 去 掉 入 的 康 托 尔 集 , 是 由 单位 区 间 出 发 , EKER 0 < 入 <1 的 比例 ， 
去 掉 区 闻 中 间 部 分 而 得 到 的 集 , 它 是 上 述 均 匀 康 托 尔 集 在 m = 2 和 7 = (1 -A)/2 
时 的 特殊 情形 , 于 是 它 的 之 斯 多 夫 维 数 和 盒 维 数 都 为 In2/ iIn(2/(1 — )). 

下 一 个 例子 是 一 般 构 造 的 另 一 种 情形 . 

例 4.6 假定 在 一 般 构 造 式 (4.3) P, 每 个 天 一 1 水 平 区 间 至 少 包 舍 m 2 
A k KFR (k = 1,2,---), HERA k, 大 水 平 区 间 之 间 的 间 陋 最 小 为 sk， 且 
0 < Ek+1 < Ek, 则 
In(m 2 


dimy F 之 lim 


k-o — In(mxEx) (4:7) 


计算 ”可 以 假定 式 (4.7) 的 右边 是 正 的 , 否则 式 (4.7) 显然 成 立 . 同时 也 可 以 假 
定 每 个 一 1 水平 区 间 包 含 mx 个 天 水 平 区 间 , 否则 , 可 以 抛 掉 多 出 的 区 间 , 而 得 到 
较 小 的 Ek, 相应 的 下 也 较 小 , 对 这 样 的 玉 证 明 即 可 . 可 以 定义 上 的 质量 分 布 py, 
使 mi ome 个 天 水 平 区 间 的 每 一 个 都 具有 质量 (mme) t. 

设 U 是 满足 0 < |U| < si 的 任 一 区 间 ; 下 面 估计 uU). B k E er < |U| < 
eg-_1 的 整数 , 则 水平 区 间 与 UV 相交 的 区 间 数 应 当 满 足下 列 两 点 : 
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(i) 最 多 me 个 , 因为 U 最 多 与 一 个 一 1 水 平 区 间 相交 ; 

(ii) 最 多 为 IU| /er+1<2|U| /ex, AA k 水平 区 间 之 间 最 小 的 间 际 为 sk， 
每 个 水平 区 间 上 有 质量 (mio me) ,因此 对 任意 0< s < 1, 有 


u(U) < (mim) min{2|U| /ey me} < (ma ms) (2 U| /er) mi~. 


、 u(U) 2° 
ie UPS Gapped 
如 果 s< jim In(m  ---mz_1)/(— In(mxexr)), 
则 对 充分 大 的 k, (mi mx-_i)jmses > 1, 所 以 w(U) < 2° |U1 ,由 质量 分 布 原理 4.2， 
-dima F > s, 即 得 式 (4.7). = 


现在 设 例 4.6 中 的 每 个 上 水 平 区 间 的 长 度 都 为 6, 并 旦 每 个 上 -1 水 平 区 间 都 恰 
好 包含 m 个 天 水 平 区 间 , Er 的 区 间 之 间 都 有 “粗略 相等 的 间隔 ”, Bl mpc, 2 côk-1, 
其 中 c 是 大 于 0 的 常数 . 则 式 (4.7) 变 成 


ln(mi mp1) Inn my 1) 


di F> ili 
we A oo ~Inc—Indp-1 kao  —lnôk-ı 


但 是 Er-1 包含 有 momi 个 长 度 为 bk-1 的 区 间 , 所 以 由 命题 4.1 知 , 这 个 表达 
ASF dimy F 的 上 界 . 因此 在 这 种 区 间 之 间 有 较 好 间隔 的 情况 下 , 得 到 取 等 号 的 
式 (4.7). 

下 面 形 式 的 例子 出 现在 数论 中 , 见 10.3 节 . 

例 4.7 Be O<s< 1, HK no, nina,- MRI OH EK FD, 比如 对 每 
个 ky ne 1 之 max{nk, 4nj/*}. 又 设 对 每 个 KA C 及 都 是 由 及 的 子 区 则 组 成 的 区 
间 类 , 组 成 Hy, 的 区 问 长 度 都 等 于 nie 它 的 任意 相 邻 的 两 区 间 的 间隔 都 相等 ， 且 
这 样 两 个 区 间 中 点 之 间 的 距离 都 为 ni i F =), Ae, 则 dimy F = s. 

计算 KARA k, F C He MAR FAND 1] 最 多 包含 在 n + 1 个 长 度 为 
ns" 的 区 间 内 , 由 命题 4.1 即 得 


dimy(F()[0, 1]) < lm ,oo n(ng + 1)/(— nn; °) =s. 


类 似 地 有 dimy(F [n,n + 1]) < s MER n € Z 成 立 , 所 以 , 作为 这 类 集 的 可 数 并 ， 


， 有 dimy F < s. 


现在 设 Eo = [0,1], 并 对 上 > 1 设 Ey 是 由 Hs 中 那些 完全 包含 在 Eri 中 
的 区 间 组 成 . 则 只 要 充分 大 , Era 的 每 个 区 间 工 至 少 包含 Er 中 的 nw |I| —2> 
nani - 2 > 2 个 区 间 , 这些 区 间 之 间 的 间隔 最 少 为 n -n > Sn. 利用 例 
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4.6 的 结论 并 且 注 意 到 用 mx = nen, lS 代替 mx = nen, 4 — 2 不 影响 极限 , 即 有 


1 一 1/s 
dimy(F (}[0, 1]) > dimy ial E> lim P ne) mea) 


ki 一 co = — In(ngn, 4 nz?) 
— lim lin(ni :nkg_2)! /s+ Inng_y 
ww In2 + (inng_1)/s 
如 果 nk 增加 的 充分 快 , 上 式 分 子 和 分 母 中 的 Inne 项 起 主要 作用 , 故 得 到 所 要 求 
的 结论 dimy (F NÎ, 1]) > s. 口 


虽然 质量 分 布 原理 4.2 只 基于 简单 的 思想 , 但 已 经 可 以 看 到 对 求 之 斯 多 夫 维 数 
MBAR, 它 是 非常 有 用 的 , 现在 推导 出 这 个 方法 的 一 些 重 要 变化 . 

条 件 式 (4.1) RERI EROE F 的 任 一 点 的 充分 小 的 球 成 立 就 可 以 了 , 这 是 命 
题 4.9(a) 所 表达 的 思想 . 虽然 质量 分 布 方法 是 很 少 对 求 维 数 上 界 有 用 的 , 但 因为 在 某 
种 意义 下 它 是 4.9(a) 的 对 偶 形 式 , 因此 把 它 列 为 4.9(b). 注意 到 像 lim p( B(x,r))/r* 
这 样 的 密度 表达 式 在 研究 分 形 的 局 部 性 质 中 起 了 重要 的 作用 ( 见 第 5 章 ). (B(z,7) 
为 球 心 在 z, 半径 为 > WARR.) 

在 证 明 命题 4.9(b) F, 需要 下 面 的 履 盖 引 理 . 

颖 盖 引 理 4.8 &CAAR" HAF EIA ORR, 则 存在 (有限 或 可 数 ) 不 
交 的 子 球 族 {Bi} 使 得 : 

U Bc UB: (4.8) 
BEC 
其 中 B; 是 与 Bi 同心 , 且 半 径 为 Bi 半径 的 4 倍 的 闭 球 . 

证 明 ”为 简单 起 见 , 只 给 出 C 是 有 限 族 情形 下 的 证 明 , 对 于 一 般 情 况 , 证 明 的 
基本 思想 是 一 样 的 . 下 面 用 归纳 法 来 选择 {Bi}, 设 Bi 为 C 中 半径 最 大 的 球 . 假定 
Bi1,…, Bei 已 经 选 定 , WH BAC 中 与 B1,…, Bri 都 不 交 的 半径 最 大 的 球 
(或 者 最 大 球 中 的 一 个 ), 如 果 没 有 这 样 的 球 , 那么 选择 过 程 就 结束 . 显然 , 这 样 选 出 
来 的 球 是 不 交 的 ; 还 必须 验证 式 (4.8) 成 立 . WR B €C, 则 或 者 对 菏 个 i, B = B; 
或 者 B 与 某 个 满足 |Bi| > |B| 的 B: 相交 , 否则 B 就 已 经 被 选 为 代替 第 一 个 满足 
IBk| < |B| Be. 两 种 情况 下 都 有 BC Bi, 因此 有 式 (4.8) 成 立 .( 易 见 如 果 取 Bi 与 
Bi 同心 , 而 半径 为 Bi 半径 的 3+s 倍 , es 是 大 于 零 的 任意 数 , 则 引 理 的 结论 仍然 成 


立 . 如 果 C 是 有 限 的 , 可 以 取 e= 0.) UD 
命题 4.9 ELAR 上 的 质量 分 布 , PCR" 是 博 雷 尔 集 , 又 设 0<c<o 
Fe. HK. 


(a) 如 果 对 住 意 0 € F, Im w(B(o,1))/r? < c, He(F) > MP)/c 
(b) 如 采 对 任意 ZE F, lim (B(x, r))/r >c, W H (F) < 2°u(R”)/c. 
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证 明 (a) 对 任意 6 > 0, $. 
Fs = {x € F : p(B(z,r))<ecr® 对 任意 0 <7 < 6 成 立 了 . 


设 {Ui} 2 F W 6 Bm, 因此 也 是 Fs W 6 Re. 对 每 个 包含 Ps ao Ui, Wo 
为 球 心 , 以 |Ui| 为 半径 的 球 肯定 包 售 这 个 Ui, 由 Fs 的 定义 


wi) < p(B) < c |U] ， 


所 以 
HE) < È, AD : Ui JFE} < c) Ui 


因为 {U0i} 是 下 的 任意 6 覆盖 , 由 此 得 ju(Fs) < cH§(F) < eHs(F). 
但 当 6 ERAT 0 时 , Fs 递增 趋 于 F, 因此 由 式 (1.7) 可 得 (FP) < eHs(F). 

(b) 为 简单 起 见 , 证 明 一 个 比 (b) 弱 一 些 的 结论 , 即 用 8° 代替 结论 中 的 2°, 但 基 
本 思想 是 类 似 的 . 首先 假设 F 是 有 界 的 , 固定 6 > 0, 并 设 C 是 球 族 : 


{B{(T,r):TEFO0<r <ð Hn(B(r,r)) > cr*}. 


则 由 (b) 的 假设 知 FC Upec B. MHA H5 4.8 到 球 族 C, 存在 不 交 的 球 序列 
B; € C, 使 得 U B CU, Bi, 其 中 B; 是 与 Bi 同心 , 但 半径 是 Bi 半径 的 4 倍 的 球 ， 
则 {Bi} 是 下 的 一 个 86 覆盖 , 所 以 


H&s(F) < > |B 


s 
<4°$ Bil’ < 8 1 p(Bi) < 8 a(R”). 
a t 


S 6 — 0, HB H (F) < 8°c* pw (R") < co. 最 后 , WR FARRAR, 并 且 H (F) > 
88c~*u(R”), M F 的 某 个 有 界 子 集 的 s AERA FM EEA 85t u(R") 这 个 
值 , xX EM RUE I. L] 

注意 , 由 命题 4.9 立即 可 以 得 出 , 对 任意 re F, 如 果 lim In p(B(z,7))/ In7 = s, 
则 dimy F = s. 

命题 4.9 的 应 用 将 贯穿 全 书 . 

YEA AT Hs, 记 住 这 些 计算 要 结合 第 2 章 和 第 3 章 讨 论 过 的 维 数 的 基本 性 
W: 例如 , 因为 函数 f(z) = z 在 区 间 [0,1] 上 是 利 普 希 蒋 的 , 而 在 区 间 [2/3,1 上 是 
双 利 普 希 芍 的 , 所 以 就 有 dimy {x° : z EC} = dimy f(C) = In2/In3, 这 里 C 是 三 
分 康 托 尔 集 . 
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4.2 有限 则 度 子 集 


这 一 节 似乎 已 经 超出 了 本 章 关 于 求 维 数 的 范围 , 然而 定理 4.10 是 4.3 证 引出 的 
重要 的 位 势 理论 方法 所 需要 的 . 具有 无 穷 测度 的 集合 是 难于 处 理 的 , 如 果 能 将 它们 
削减 成 正 有 限 测 度 集 , 应 当 是 非常 有 用 的 简化 . 

定理 4.10 保证 了 任何 满足 H (F) = oo 的 ( 博 雷 尔 ) BP 包含 一 个 子 集 上 W 
是 0<Hs(BE) <o(fl Es R). 乍 看 起 来 , 这 似乎 是 显然 的 , 只 要 削减 下 一 卫 到 
留 下 的 部 分 具有 正 的 有 限 测 度 . 遗憾 的 是 , 事情 并 不 是 那么 简单 , 测度 可 能 从 无 限 测 
Be BSE ETT ARLE TP EL. 用 数学 语言 来 级 述 它 , 即 可 能 有 递减 的 集 序列 
E, D E2 D…, 对 所 有 的 上 满足 H (Ek) = 00, 但 却 有 HUN Ex) = 0( 举 一 个 简单 


的 例子 , 例如 取 Ex = [0,1/k] CR 和 且 0<s<1, 就 是 这 样 的 情形 ). 为 了 证 明 这 个 定 
理 , 要 更 精细 地 考察 豪 斯 多 夫 测 度 的 构造 . 读者 主要 关心 的 是 定理 的 应 用 , 而 不 是 
证 明 . 

定理 4.10 设 玉 是 满足 0<Hs(F) 入 oo 的 R 的 博 雷 尔 子 集 , 则 存在 紧 集 
ECF 4 0< H*(E) <œ. 

* 证 明 梗 概 ”完整 的 证 明 是 非常 复杂 的 , 这 里 只 对 0<s<1l1 和 了 ff 走 [0,1] CR 
上 的 紧 子 集 的 情形 说 明证 明 的 思想 . 

利用 式 (2.17)~(2.18) 定义 的 网 测度 M: SEERA, 网 测度 是 利用 二 进 制 区 同 
[r2-*, (r +1)2-*) 定义 的 , 并 由 式 (2.19) 与 蒙 斯 多 夫 测 度 联 系 起 来 . 

用 归纳 法 定义 一 个 ER APRA Eo D E D ED- KR Eo =F, 
Mk > 0, 利用 确定 与 每 个 长 度 为 27% 的 二 进 区 间 的 交 的 方法 来 定义 Engi. WR 
ME wg (EAD < 278%, BRS Era Ql = Ex Ql, 由 于 在 计算 M3- P, 利用 I 
本 身 作 为 一 个 覆盖 区 间 给 出 的 估计 , 至 少 与 用 较 短 的 二 进 区 间 时 的 估计 一 样 大 , Al 
此 有 

Mo- +1 (Errif W) = M2-x(Exf M) (4.9) 


另 一 方面 ; on M5 -— (41) (Ek+1 NTD > 2758k, 则 到 Ek+1 Q A Exf)f 的 一 个 满足 
M ap (Ek ND = 2-% 的 紧 子 集 . 这 样 的 子 集 存在 是 因为 Mi-o (Ex NIN 
[0, u]) 是 有 限 的 , 并 对 u 连续 (这 就 是 为 什么 利用 Mi 而 不 是 Ms 进行 证 明 的 原因 )， 
因为 Ms_.(Ex NI) = 2-*, 式 (4.9) 仍然 成 立 . 把 式 (4.9) 对 全 部 长 度 为 2 的 二 
进 制 区 间 求 和 , 可 以 得 到 

Mo-(e+1) (Ek+1) = M5-« (Ex). (4.10) 
反复 应 用 式 (4.10) 可 以 得 到 对 所 有 的 k, M3- (Er) = Mi (Bo). iE ERS A Er 
A> k 一 oo, BORER, BIA M(E) = M3(E0)( 这 一 步 的 论证 当然 需要 较 复 杂 的 
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证 明 ). 用 单个 区 间 [0,1] Be Eo = F 可 以 得 出 M(E) = Mi(Eo) < 1; A 
为 M5(E0) 2 Hs(EB0) > 0, WR k 充分 大 ,就 有 Mi-(Eo) > 0. 于 是 或 者 就 
有 AMS(E) = M(B0) > 24, 或 者 在 Ms(E) = Mi(EB0) = M3_,(Eo) > 0 时 
M: (Eo) < 2-*%, 于 是 0< M5(E) < œ, HAH (2.19) 定理 得 证 . 口 

一 些 结论 , 比如 说 第 5 章 中 的 结论 , 只 能 应 用 到 s 集 , 即 满足 0 < Hs(F)< oo 
HR F E 解决 具有 HSE) = oo W s 维 集 的 一 个 方法 是 利用 定理 4.10 去 选取 一 个 
具有 有 限 正 测度 的 子 集 , 把 它 作为 s 集 研 究 它 的 性 质 , 然后 在 一 定 意义 上 去 解释 大 
的 集合 F 的 性 质 . 类 似 地 , 如 果 0 < s < ,任意 一 个 具有 过 斯 多 夫 维 数 t R F, 有 
HE (F) = œ, 所 以 下 包含 一 个 s 集 . 

下 面 的 命题 实际 上 是 命题 4.9 的 一 个 推论 , 它 进 一 步 加 强 了 定理 4.10 的 结论 . 

命题 4.11 设 矿 是 满足 0 < HF) < oo 的 博 雷 尔 集 , 则 存在 一 个 常数 5b 和 
一 个 紧 子 集 ECF, 满足 HE) > 0 使 得 对 住 意 TER"” 和 7 >0, 剖 有 


H '(ENB(z,r)) S br’. (4.11) 
证 明 ”在 命题 4.9(b) 中 取 AH EF 上 的 限制 , 即 (A) = H (FNA), 如 果 


F, = {z € R” :Ts(EmB(z,n)/rs > 244°}, 


则 有 H(A) < 22-9) uP) = TH (F), 于 是 W(F\A) > SH(P) > 0, 因此 ， 
如 果 E = F\F,, WA H(E) > 0 和 对 zeE F, lim H*(F N B(x,r))/r° < 2its, 
由 Egoroff 定理 ( 见 1.3 7) 知 存 在 一 个 紧 集 E C Ei 满足 H (E) > 0, 并 存在 数 
ro > 0 使 对 任意 的 zx € E 及 任意 的 0<7 芯 7rot (开门 Blzm)]rs < 2*+s. 但 是 如 
E r > ro, @ H°(F()B(z,r))/r? < HS(F)/ré, 因此 , 对 任意 7 > 0, 式 (4.11) KYO 
推论 4.12 HF RRO< HF) < o00 R 的 博 雷 尔 子 集 ， 则 存在 紧 集 
ECFRO< HE) < oo 并 存在 第 数 及 使 对 任意 ZE 了 及 7> 0， 


Hi (ENB(z,r)) < br’. 


证 明 定理 4.10 保证 了 F 有 一 个 具有 有 限 正 测度 的 子 集 , 然后 再 应 用 命题 
4.11 即 得 绪论 . 口 

推论 4.12 可 以 看 成 是 质量 分 布 原理 4.2 的 逆 命 题 , AA RA “Frostman 5| 
E”. 


4.3 ”位 势 理 论 方法 
这 一 节 中 引出 一 种 计算 豪 斯 多 夫 维 数 的 技巧 , 它 无 论 在 理论 上 还 是 在 实践 中 都 
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是 重要 的 . 这 个 方法 只 需 验 证 某 个 积分 的 收敛 性 , 而 不 需要 像 在 质量 分 布 原理 中 那 
样 , 估计 大 量 的 小 集合 的 质量 . 

位 势 与 能 的 思想 对 那些 具有 引力 与 静电 学 知识 的 读者 来 说 是 熟识 的 . 对 s > o, 
AR” ERO u ÆR” EW— S r 引起 的 s4% (s-potential) 定义 为 : 
duly) 
jz — y|? 

(如 果 我 们 在 R? 中 考虑 问题 , FFA s= 1, M $s(z) 本 质 上 就 是 熟知 的 牛顿 引力 
W). u BY s Fe (s-energy) 是 

Ll) = f bs(s)au(e) = f| FEE (4.13) 


lz — yl" 

下 面 的 关于 蛇 斯 多 夫 维 数 的 定理 表面 上 似乎 与 位 势 理 论 思想 没有 关系 , 实际 上 ， 
如 果 在 一 个 集 F 上 的 质量 分 布 上 4 具有 有 限 的 s 能 , W F HEREDE s. 

定理 4.13 AFAR OTR, 

(a) oR F 上 的 质量 分 布 wp HX Llu) < œ, M HO(F) = 00 E dimy F Ès. 

(b) vR FRAR H (F) > 0 的 博 雷 尔 集 , 则 存在 F 上 的 一 个 质量 分 布 u, 使 
得 对 任意 的 0<t<s 有 五 (0 < œ. 

证 明 (a) 假定 对 某 个 支撑 包含 在 F 内 的 质量 分 布 ,Ts(4) < co. 定义 


F={reF: limu(B(z,r))/r° > Q0}. 


bs(x) = 


(4.12) 


WR Ze F, AF ur} = 0( 否 则 I(un) = 00), 可 以 找到 s > 0 和 一 列 递 减 到 0 的 
数列 {ri}, u(B(x,r:)) > erf; E u WERTE, 可 以 取 充 分 小 的 qi(0 < qi < ri) 使 
得 Ai) > Zerit = 1,2,.…), 其 中 A; 是 环 B(z,7i)\B(zx, qi), 如 果 必 要 的 话 可 以 取 
子 序列 , 假定 对 所 有 的 i, rina < ai, 因此 Ai 是 中 心 在 z 的 不 交 的 环 , 所 以 对 z EF, 
由 于 在 4 上 |z 一 y| “之 ri ,可 以 得 到 


_ f duty) duty) 、 1 ss 
os(x) = zyl 22) zy? s> geiri = 00. 


但 是 I5(u) = 有 $s(z)dp(x) <o, 所 以 对 几乎 处 处 的 £, Q(z) < 00, 于 是 可 以 断 
言 w Fi) =0. 又 由 于 如 果 ze F\Fi, Tim p(B(z,7))/r* = 0, 命题 49(a) 告诉 我 们 
对 任意 的 c> 0 有 


HE (F) > H? (FR) 2 wlF\Fi)/e 2 (u(P) — p(Fi))/c = AGE)/c. 


因此 HSCF) = co 
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(b)  HS(F) > 0, 可 以 利用 s SESE A AME Ks 在 上 构造 一 个 质量 分 布 
4, 使 对 任意 的 t < s, Llu) < oœ. 


由 推论 4.12 知 存在 紧 和 集 CF 满足 0 < HsS(E) < 00, FREAK b A 
H (E(\B(z,r)) < br’, 
HAs eR", r>O0. 


令 4 为 Hs te E EAB, 使 (A) = HENA), M u È F ERRESA, 固定 
xr ER”, 所 


m(r) = u(B(x,r)) = H (ENB(z,r}) < brê. (4.14) 

则 , 如 果 0 < t < s, 分 部 积分 后 并 利用 式 (4.14) 有 
du(y) duly) i pt r n 
mo)=/ zyl +| z < | dm(r) + uR”) 


z—y|>1 |£ — y| 


1 
= |r im(r Not +f r+) mn (r)dr + p(R”) 
0 
1 
< b+ ot | rs ldr + p(R”) 
0 


=b (1+ >) + Hs(F)= c, 
于 是 对 任意 x e R”, 9(7) <c, Bp 


(u) = J be(2)du(a) < cu(R”) < g 


定理 4.13 的 重要 应 用 在 书 的 稍 后 部 分 给 出 , 例如 第 6 章 中 的 射影 定理 的 证 明 
和 在 第 16 章 中 确定 布 妇 轨 道 的 维 数 等 . 这 个 定理 也 经 常用 来 求 依赖 于 参数 9 的 分 
形 Fo 的 维 数 , 对 每 个 9, 可 以 用 自然 的 方法 定义 一 个 质量 分 布 jo. 如 采 我 们 可 以 证 


明 对 某 个 s dita (x) die (y)dé 
J ruo [ff eae < 


则 对 几乎 所 有 的 0, 15(ue) < o0, 也 即 对 几乎 所 有 的 0 dim Fo > s. 
讨 悉 位 势 理论 的 读者 一 定 已 经 遇见 过 集 五 的 s 容 度 的 定义 : 
Cs(F) = sup{1/Is(H) : rete) = TP a ao a} 


(约定 1/oo = 0), 于 是 定理 4.13 的 另 一 表达 方法 是 : 


dimy F = inf{s >0:C,(F) = 0} = sup{s > 0: C,(F) > 0 
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而 这 又 让 人 想起 通过 紧 斯 多 夫 测 度 定义 的 宕 斯 多 夫 维 数 的 定义 式 (2.11), 但 应 当 注 
意 容 度 的 性 质 与 测度 有 很 大 的 不 同 , 特别 是 它 不 具有 一 般 的 可 加 性 . 


“4.4 (HRB 


这 一 节 中 , 我 们 只 是 指出 侍 里 叶 变 换 可 以 是 分 析 维 数 的 有 力 工具 . 
RRR 了 和 R” 上 的 质量 分 布 Wn 维和 傅 里 时 变换 分 别 定 义 为 : 


/四 = | fle)expGe-ujde (we R”) (4.15) 


Alu) = f exp(iz-u)du(z) (ue R”) (4.16) 


其 中 r-u 表示 通常 的 数量 积 . (利用 分 布 理 论 可 以 把 传 里 叶 变 换 延 拓 到 很 广 的 函数 
类 上 .) 
式 (4.12) 的 质量 分 布 u 的 s 位 势 恰好 是 卷 积 


ys(z) = (I° *u)(x) = J x — y| duly). 


形式 上 , le ”的 变换 可 以 表 成 clul“, HP c KRF n 和 s, 卷 积 定理 告诉 我 们 ， 
两 个 函数 的 卷 积 的 变换 等 于 这 两 个 函数 变换 的 乘积 , 这 就 给 出 了 ， 


ĝs(u) = cul?” plu). 
由 Parseval 定理 , 又 有 
| badna) = Om" | ósi, 
其 中 横 线 表示 共 辑 复数 , 因此 
£1) = on)"e |u|? A) du (4.17) 


这 个 关于 Ll) 的 公式 也 可 以 由 更 严格 的 方法 建立 起 来 , 它 有 时 是 定理 4.13 所 需要 
的 , 用 来 表示 能 的 式 (4.13) 的 更 方便 的 形式 . 因此 , WR 是 下 上 的 一 个 质量 分 布 ， 
IF ATER F 上 的 积分 式 (4.17) 是 有 限 的 , 则 dima F > s. 特别 地 , WR 


一 上 /2 


(WwW| < b [ul (4.18) 
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对 茶 个 常数 5b 成立 , 则 注意 到 式 (4.16), 对 任意 u, jAlu)| < a(R”), 则 由 式 (4.17), 有 
I s(t) < a | 


juisi 


lul du + c2 f ll?” Jul" du, 
juļ>1 


上 且 当 0< s<t 时 上 和 式 右边 收敛 . 于 是 , 如 果 式 (4.18) 成 立 , 任何 支撑 的 集 的 维 
数 最 小 为 t. 使 F 上 有 满足 式 (4.18) 的 质量 分 布 u 的 最 大 值 二 有 时 称 为 F 的 傅 里 
叶 维 数 , 傅 里 叶 维 数 不 会 超过 蛇 斯 多 夫 维 数 . 


4.5 ESRAR 


许多 论文 专门 研究 了 各 种 分 形 的 不 同类 型 维 数 的 计算 , 比如 有 Eggleston (1952), 
Beardon(1965) 和 Peyriere(1977) 讨论 了 一 般 的 结构 . 

位 势 论 处 理 方法 本 质 上 要 归于 Frostman(1935) 的 工作 , 比较 近 的 论述 可 见 Tay- 
lor(1961), Hayman and Kennedy(1976), Carleson(1967) 或 Kahane(1985). 而 关于 傅 
里 叶 变换 的 介绍 可 见 Papoulis(1962) . 

有 关 有 限 测 度 子 集 的 工作 开始 于 Besicovitch (1952), 而 Rogers(1998) 给 出 了 
一 个 非常 一 般 的 处 理 . 关于 定理 4.10 的 完整 证 明 可 以 在 Falconer(1985a) 和 Mat- 
tila(1995) 找到 

Joyce and Preiss(1995) 研究 了 有 限 正 填充 测度 子 集 . 


a. >) 
4.1 EA F SORE, RP Bae RAE 
{(z,y) E R? : RE E ,或 者 y EF} 


4.2 用 质量 分 布 原理 和 自然 上 界 估 计 方 法 , 证 明 由 [0,1] 中 那些 十 进 制 展 开 式 中 只 有 
偶数 的 数组 成 的 集 , EMSRS KREME In 5/ ln 10. 

4.3 ”利用 质量 分 布 方法 证 明 图 0.4 中 的 “ 康 托 尔 尘 ”的 罕 斯 多 夫 维 数 等 于 1. (提示 : 
注意 , 在 构造 过 程 中 , 正方 形 Eo 的 边 长 取 1, 且 在 Ek 中 的 两 个 正方 形 之 间 的 距离 最 少 为 
4-“.) 

4.4 ”固定 0< 和 < 1/2, 设 Ff 是 下 面 的 实数 集 


F = [S an" ar Ost = | 
k=1 


R RATS REL. 
4.5 ” 右 了 是 三 分 康 托 尔 集 , 则 集合 Px PCR’ HRA SRAMES SY? 
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46 设 王 是 三 分 康 托 尔 集 , MA {(z,y)j ER :zTEF 日 0 < yz’} 给 出 的 平面 集 
的 过 斯 多 夫 维 数 是 多 少 ? 

4.7 “利用 质量 分 布 方法 , 不 通过 例 4.4 而 直接 求 出 例 4.5 的 结论 . 

4.8 ”证 明 : EP r> 0 的 数 ss MBER = m+ gt + at KBR, 其 中 > 0 
是 整数 ， 对 每 个 kb, ak 是 满足 0 < a < 一 1 的 整数 . i F = {tr >0:m=0, HX} 
k = 2,3,---, ae 是 偶数 }, K dima F. 

4.9 证明: PERT A RERA 1, 但 1 维 紧 斯 多 夫 测 度 为 0 的 [0,1] 上 的 子 集 F.( 提 
示 : 试 着 按 “RIL” Hee, 但 在 每 一 步 去 掉 区 间 的 长 度 比 例 逐 步 减 少 . ) 

4.10 ”从 定理 4.10 推导 : 如 果 F 是 满足 H (F) = œ 的 R 的 博 雷 尔 子 集 , c 是 一 个 
正 数 , 则 存在 下 的 博 雷 尔 子 集 巨 使 Hs(E)=c. 

4.11 设 上 4 是 二 分 康 托 尔 集 上 的 自然 质量 分 布 ( 见 原 理 4.2 JA), 对 s< In2/ In3 估计 
p 的 s 能 , 并 由 此 从 定理 4.13 推出 dimy F > In2/1n3. 


第 5 章 分形 的 局 部 结构 


经 典 的 微 积分 通过 切线 和 切 平面 来 寻找 曲线 和 曲面 的 局 部 双 近 . 粗略 地 看 , 光 
滑 曲 线 上 任 一 点 的 邻 域 近似 是 一 直线 段 ; 对 于 像 分 形 一 样 很 散乱 的 一 类 集合 的 局 部 
结构 , 是 不 是 也 可 以 探索 研究 些 什 么 呢 ? 令 人 惊奇 的 是 , 在 很 多 情况 下 , 答案 是 肯定 
的 , 我 们 能 够 沿 着 某 种 途径 确定 分 形 在 普通 点 的 邻 域 的 形状 .特别 地 , 对 于 典型 点 
可 以 研究 分 形 的 集中 程度 , 也 就 是 说 , 研究 它们 的 局 部 密度 ; 还 有 分 形 在 这 类 点 周围 
的 方 癌 分布 , 以 及 切线 是 否 存在 的 问题 . 无 论 在 理论 发 展 上 , 还 是 在 应 用 中 , 对 分 形 
局 部 形式 的 了 解 都 是 很 有 用 的 . | 

WAT WARS RAE ATEA, 有 必要 把 注意 力 限 制 在 s 集 上 , 也 就 是 具 
有 正 有 限 s 维 上 之 斯 多 夫 测 度 的 博 雷 尔 集 上 . (更 一 般 地 , HY EA ET SE h, 
具有 正 有 限 的 H” 测度 的 s 集 ( 见 2.5 节 ), 这 里 不 考虑 这 个 一 般 化 的 情形 .) 这 并 不 
像 它 初 看 起 来 那么 受 限制 , 在 实际 中 遇 到 的 很 多 分 形 都 是 s 集 , 即使 Hs(F) = o, 
那么 由 定理 4.10, 可 以 利用 这 个 定理 知道 F 有 一 个 作为 子 集 的 s 集 ; 或 者 , 有 时 s 
HER F 是 可 数 个 s 集 的 并 集 , 而 且 这 些 构成 F 的 s 集 的 性 质 经 常 可 以 传递 到 FE. 

本 章 中 概述 的 材料 是 几何 测度 论 的 核心 , 几何 测度 论 中 的 严格 证 明 经 常 是 很 复 
条 和 困难 的 , 这 里 将 略 去 较 难 的 证 明 . 希望 这 些 材料 可 以 被 认为 是 具有 指导 意义 的 ， 
而 且 能 表现 出 这 个 学 科 的 特色 . 本 章 主要 把 注意 力 限制 在 平面 的 子 集 上 , 更 高 维 的 
类 似 结论 尽管 也 是 成 立 的 , 但 证 明 将 是 十 分 困难 . 
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设 F FENTE, F Er 点 的 密度 是 


lim area(F()B(a,r)) _ lim area(F()B(xz,r)) 


r=0 area(B(z,r)) r 一 0 nr? (5-1) 


这 里 B(x,r) 是 以 z 为 圆心 , Wr 为 半径 的 闭 圆 盘 . 经 典 的 勒 贝 格 密 度 定 理 告 诉 我 
们 , 对 于 博 雷 尔 集 F, 除去 z 的 一 个 面积 为 零 的 集 外 , 这 个 极限 存在 , 并 且 当 ze 五 
时 , 极限 为 1; 当 x é FAY, 极限 为 0. 也 就 是 说 , 对 于 下 的 一 个 典型 点 z, 以 z WE 
心 的 小 圆 盘 几乎 全 部 由 FEA, 但 对 于 已 外 的 点 x, 以 z 为 圆心 的 小 圆 盘 一 般 极 少 
AE F A (ULE) 5.1). 


图 5.1 勒 贝 格 密度 定理 . 点 z 在 F 中 , 如 果 7 很 小 的 话 , area(F N B(z,r))/area(B(z,r)) 接 
近 于 1. 点 y 在 Ff 外 , 如 果 7 很 小 的 话 , area(F N B(y,r))/area(B(y,r)) 接近 于 0 


类 似 地 , 如 果 F 是 平面 上 的 光滑 曲线 , FFA z 是 上 的 点 (Dema), ABA, 

对 于 很 小 的 mm Fl) B(z,r) 接近 于 B(z,7) 的 直径 , H 
lim ——— LES r)) 
如 果 r é F, 那么 这 个 极限 显然 是 0. 

在 面积 或 长 度 的 意义 下 , 上 面 的 这 些 密度 定理 告诉 我 们 集 FE z 附近 的 集中 
程度 . 按 同样 的 方法 来 研究 分 形 密度 是 目 然 的 , 如 果 F 的 维 数 是 s, 那么 当 7 一 0 时 
 F()B(a,r) 的 s 维 罕 斯 多 夫 测 度 的 状况 如 何 呢 ? E F j R? ER O<s <2 
的 s 集 的 情形 , 考虑 这 个 问题 . (0 集 只 是 有 限 个 点 的 集合 , 那 没 有 什么 可 谈 的 , H? 
基本 上 是 面积 , 所 以 如 果 s = 2, 那 只 是 式 (5.1) 的 勒 贝 格 密度 情况 .) 

分 别 定义 s 集 下 在 点 ze Rn 上 的 下 密度 和 上 密度 如 下 ; 


TC(F (YB(S,7)) 


eh 


p’ (F, T) = lim (27)s (5.2) 
和 D (F, x) = m ee (5.3) 
(注意 |B(z,7)| = 2r). 如 果 D(x) = D (F,2), 就 说 下 的 密度 在 点 z 存在 , 并 且 


用 D8 (PF, x) 来 表示 这 个 共同 值 . 

使 D(z) = D (F, x£) =1 的 点 z WK F 的 规则 点 , 否则 就 叫做 不 规则 点 . 一 
个 s 集 叫 做 规则 集 , 如 果 HS 几乎 所 有 的 点 都 是 规则 的 (也 就 是 除去 一 个 HE 测度 为 
0 的 集 以 外 的 所 有 点 ). 而 不 规则 集 就 是 如 果 Hs 几乎 所 有 的 点 都 是 不 规则 的 . 将 看 
到 一 个 基本 结果 是 : s 集 一 定 是 不 规则 的 , 除非 s 是 整数 . 然而 , 如 果 s 是 整数 , s 集 可 
以 分 解 成 规则 部 分 和 不 规则 部 分 . 粗略 地 说 , 规则 1 集 是 由 一 些 具 有 有 限 长 度 的 可 
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求 长 曲线 的 部 分 构成 , 而 不 规则 1 和 集 是 全 不 连通 的 和 似 生 的 , 并 且 上 典型 地 具有 分 形 
形式 . 

由 定义 , 规则 集 是 这 样 的 一 个 集合 , 对 它 有 一 个 直接 类 似 于 勒 员 格 密度 定理 的 
结论 成 立 . 然而 , 即使 是 不 规则 集 , 密度 也 不 会 太 不 稳定 . 

命题 5.1 EFR 上 的 一 个 s k, BA 

(a) D(F, x) = D (F,2z) =0 对 于 Hs LER AB ce FRE. 

(b) 27° < D (F, x) <1 AF He 几乎 所 有 的 ZEF 成 立 

部 分 证 明 (a) KF RMR cE PF, Rr 充分 小 , 则 Ber) NF =g. 因此 


lim He (F()B(2,7r))/(2r)? = 0. 


如 果 F ARABS, 证 明 会 稍微 复杂 一 些 , 这 里 把 它 略 去 . 
(b) 为 了 证 明 , 可 以 取 4 为 Hs Æ F EAB, BE (A) = HFAA): 如 采 


HE (F()\B(z,7)) 


F, = {x € F : D (F, x) = lim ar 


< 2 %c} 
则 由 命题 4.9(a) 立即 得 出 : 1 (Fi) > HS(P)/c > H(i) /e. MRO<c< 1, WRA 
H (Fi) =0 才 是 可 能 的 ; 于 是 对 几乎 所 有 的 ze F, 有 DD (F,zx) > 27°. 应 用 同样 的 
方法 , 上 界 可 以 由 命题 4.9(b) 得 到 . O 
注意 , 从 命题 5.1(b) 能 立即 得 到 的 结论 是 ; 不 规则 集 几 乎 处 处 有 严格 小 于 1 的 
下 密度. 
有 时 将 需要 把 一 个 集 的 密度 与 某 些 子 集 的 密度 联系 在 一 起 . 设 是 一 个 s 集 ， 
E 是 下 的 一 个 博 雷 尔 子 集 , 那么 


H(ENBE, D) _ HEN Br) , (FVE)N Be 
(27)s (27)s (2r)s | 


对 EULA BAW £, 由 命题 5.1 (a), 当 了 一 oo 时 


H*((F\E)() B(z,7)) 
(27)s 


一 Q. 
所 以 令 7 — 0, 得 到 
Ds(P,7z) = D(E,7x); D (F,x) = D (E,z) (5.4) 


对 于 EPR Hs 几乎 所 有 的 r 成 立 . 于 是 , 由 规则 性 的 定义 , MRE RRP 
子 集 , H Ks(E) > 0, 那么 如 果 F 是 规则 的 , 则 也 是 规则 的 ; 如 果 F 是 不 规则 的 ， 
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则 也 是 不 规则 的 . 特别 地 , 一 个 规则 集 与 一 个 不 规则 集 的 交集 既是 规则 的 , 又 是 
不 规则 的 , 因此 测度 为 0. 

对 于 下 密度 的 估计 总 是 很 难得 到 的 , 这 里 不 打算 对 此 讨论 . 

一 般 来 说 , 要 证 明 一 个 非 整 数 维 的 s 集 是 不 规则 的 是 相当 困难 的 , 但 是 当 0 < 
s< 1 时, 下面 的 “ 圆 环 ” 法 证 明 是 相当 吸引 人 的 . 

定理 5.2 HF ARR? £4 5%, PAF ZIMA, 除非 s 是 一 个 整数 . 

部 分 证 明 如 果 0 < s <1, 通 过 证 明 在 下 上 几乎 所 有 的 点 , 密度 Ds (已 z) 不 
存在 , 而 推出 F 是 不 规则 的 . 假设 相反 , 那么 存在 一 个 有 正 测度 的 集 F cF, 日 在 
其 上 密度 存在 , 因此 由 命题 5.1(b), 可 知 (1/2) < 2° < D*(F,2), 由 Egoroff 定理 (W, 
1.3 T), 能 找到 ro > 0, MEERE ECF CF, 满足 Hs (EL) > 0 使 得 


Hs (FNB(z,r)) > = (27): (5.5) 


XAH xE EN r< ro 成立. Rye RREORA (也 就 是 y 可 以 与 EB 中 的 另 
一 些 点 任意 接近 ), Wn 是 一 个 满足 0 < 7” < 1 的 数 , 并 设 Arn 是 环 B (yr) 
B (y,r(1 一 n))( 见 图 5.2). 那么 当 r 一 0 时 


(2r) "HE (FN Arn) = (27) HE (FNB (y,r(1 + n))) 
— (2r) HE (FA) By, r(1 — n))) 
一 (Fy) (A +7) —-(1-1n)’). (5.6) 


对 于 趋 于 0 的 7 的 序列 , 可 以 找到 满足 lz -yl =r AY BPAY z. FE B(x, rn) c 
Ann, 所 以 由 式 (5.5) 知 


srr < HE (ANB (= in ) ) < HË (F Arn) 


结合 却 (5.6), 意味 着 


2771n < Ds (F,y) (1 +n)? — (1~n)’) 


= D* (F, y) (2sn + PREEK ) . 


令 7 一 0, 易 见 当 0<s<1 时 ,这 是 不 可 能 的 , 这 矛盾 表明 定理 的 结论 成 立 , 口 
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B(x, rn/2 ) 


图 5.2 定理 5.2 的 “ 圆 环 ”法 证 明 


5.2 1 集 的 结构 


正如 前 面 已 经 指出 的 那样 , 非 整 数 维 的 集 一 定 是 不 规则 的 . 对 于 整数 维 的 集 , 博 
DLS aS. 下 面 的 分 解 定理 , 如 图 5.3 所 示 , 可 以 把 1 集 分 解 成 规则 的 部 分 与 不 规则 
的 部 分 , 因此 可 以 分 别 进行 分 析 , 并 且 在 不 影响 密度 性 质 的 前 提 下 , 再 把 它们 结合 


5.3 1 集 的 分 解 变 成 一 个 规则 的 “ 似 曲 线 的 ”部 分 和 一 个 不 规则 的 “ 厘 曲线 的 ”部 分 
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分 解 定理 5.3 设 已 是 工 集 ,五 的 规则 点 集 构成 规则 集 , 不 规则 点 集 构 成 不 规 
则 集 . 

证 明 ÆA (5.4) 中 , 分 别 取 E 为 规则 点 与 不 规则 点 所 组 成 的 集合 ， 即 得 
结论 . O 

规则 和 不 规则 1 集 的 例子 是 很 丰富 的 , 光滑 曲线 是 规则 的 , 并 且 包 含 了 一 些 经 
典 几 何 中 的 图 形 , 像 圆周 和 椭圆 周 等 . 男 一 方面 , 图 0.4 的 迭代 构造 给 出 了 一 个 不 规 
则 的 1 集 , 它 是 一 个 全 不 连通 的 分 形 ; 这 是 典型 的 , 如 同 将 要 见 到 的 一 样 , 规则 1 集 
是 由 一 些 曲线 的 部 分 构成 的 , 而 不 规则 1 集 是 “ 似 尘 的 ”和 “ 非 曲 线 的 (curve-free)”, 
也 就 是 与 任何 (有 限 长 度 的 ) 曲线 的 交 都 是 零 长 度 . 

为 了 研究 1 集 , 需要 一 些 关 于 曲线 的 知识 . 为 了 这 个 目的 , 一 条 曲线 或 称 若 尔 
当 曲 线 C 是 连续 双 射 (一 一 对 应 的 函数 ) V: [a,b] 一 R? 的 像 , 这 里 [a,b] C R 是 真 
正 的 财 区 间 . 根据 定义 , 曲线 是 不 目 交 的 , 它 有 两 个 端点 , 并 且 是 平面 上 的 紧 连 通 子 
R. 曲线 C 的 长 度 C(C) 由 折线 通 近 得 到 


L(C)= sup 》， |£: 一 Zi-1| 

这 里 的 上 确 界 是 对 延 着 曲线 按 次 序 任 取 zo, £1, om 所 得 到 的 所 有 折线 而 取 的 . 如 
RRE C(C) SIEM BEAN, 则 称 C 是 可 求 长 曲线 . 

正如 所 期 待 的 , 曲线 的 长 度 就 等 于 它 的 1 ERRE RME. 

5l 5.4 如 果 C 是 可 求 长 曲线 , 那么 H'(C)=L(C). 

证 明 ”对 于 zyeC, 用 Coy 表示 CC 介 于 zy 之 间 的 部 分 . 因为 到 通过 z, y 的 
直线 的 垂直 上 映射 并 不 增加 距离 , A (2.9) 给 出 ff (Cry) > H! ([z, y}) =|z 一 外 ,这 里 
[x,y 是 连接 x 和 y 的 直线 段 . 因此 对 于 C 的 任何 部 分 to, £1, Em, 


S [£i 一 Zia] < DH (Cn )) < H’ (C)) 
t= 1 i=l 
所 以 L(C) < H! (C). 另 一 方面 , 设 f: [0,£(C)] 一 C 是 一 个 上 映射, 它 把 t 映射 
到 与 C 的 一 个 端点 沿 曲 线 的 距离 正好 等 于 t 的 C 上 的 一 个 点 , 显然 对 0 < t,u < 
C(C) 有 ， 
If) — F (u) < it- uj, 
即 f sear Ke, 所 以 由 式 (2.9) 可 知 , Ht (C) < HO, L(C)) = L (C), 31% 
得 证 . O 
证 明 可 求 长 曲线 是 规则 的 则 是 比较 简单 的 . 
5| 理 5.5 可 求 长 曲线 是 规则 的 1 集 . 
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证 明 ”如 果 C 是 可 求 长 的 , C(C) < oo, 由 C 有 不 同 的 端点 p 和 og, 可知 
L(C) > lp—aq| > 0, h35 5.4, 0 < HI (C) < oo, 所 以 C 是 1 和 集 . 

z 是 C 的 内 点 , CIE C 分 成 两 部 分 Cp,z 和 Coo. WR r 充分 小 , 于 是 从 r 开始 
HE Car 癌 前 延伸 , 到 达 C 上 的 第 一 个 使 e- yl =r Wy, HA Cry C B(x,7) 
并 且 还 有 ， 


r = |æ — y| < £ (Czy) = H? (Cry) < KH (Cz, NB(z, 7)). 


类 似 地 ,了 < H! (Cpe N Blar), 与 上 式 相 加 , 可 得 当 r 充分 小 时 , 2r < HC (NB 
(x,r)). 于 是 
H! (CMNB(z, 7)) 
2r 
由 命题 5.1(b), D! (C, £) < D (C,z) < 1, 因此 , 对 除去 两 个 端点 的 所 有 x < C,D! 
(C,x) 存在 并 且 等 于 1, 所 以 C 是 规则 的 . 口 
其 他 的 规则 和 集 是 很 容易 构造 的 . 由 式 (5.4), 规则 集 的 子 集 及 规则 集 的 并 也 应 该 
是 规则 的 . 知道 了 这 些 , 就 可 以 定义 , 如 果 一 个 1 集 是 包含 在 可 数 个 可 求 长 曲线 的 并 
之 中 的 , 则 称 它 为 似 曲 线 集 . 
命题 5.6 ”一 个 似 曲 线 1 集 是 规则 1 集 ， 
证 明 ”如 果 已 是 似 曲线 的 工 集 ,那么 亚 c U Ci, 这 里 Ci 是 可 求 长 曲线 . 对 任 


i A H 几乎 所 有 的 © e FAC, 利用 引 理 5.5 和 式 (5.4), 就 有 


D? (C, T) 一 lim 之 1, 
r—0 


1 = D! (Ci, £) = D! (FNC: x) < D! (F, x), 


因此 对 几乎 所 有 的 ze 了 有 1< D* (Fc). 但 对 于 几乎 所 有 的 x € F, 由 命题 5.1 又 
A D! (Fx) < D (Fx) < 1 所 以 D? (F, x£) =1 对 几乎 所 有 的 xz 成立, 即 知 下 是 规 
则 集 . 口 

很 日 然 地 引进 一 个 补充 定义 : 称 与 任 一 可 求 长 曲线 的 交 都 有 零 H 测度 的 1 集 
为 非 曲线 的 . 

命题 5.7 ”一 个 不 规则 1 集 是 非 曲 线 的 . 

WAR 如果 FF 是 不 规则 的 , C 是 可 求 长 的 , MA POC 同时 是 规则 集 和 不 规 
则 集 的 子 集 , 所 以 有 零 H 测度 . 

这 两 个 命题 已 经 强 含 着 规则 集 和 不 规则 集 可 以 分 别 用 似 曲 线 的 和 非 曲 线 的 来 
特征 化 . 事实 的 确 如 此 , 但 这 不 是 很 容易 证 明 的 . 这 个 问题 的 关键 是 下 面 的 下 密度 
估计 , 它 取 次 于 对 曲线 和 连通 集 的 性 质 的 次 入 研究 和 一 些 巧妙 的 几何 论证 . 

命题 5.8 R FÆR? 上 的 非 曲线 1 集 , 那么 对 几乎 所 有 的 TEF 有 


D! (F, x) < 3/4 
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WEAR. 口 

有 了 这 个 命题 , 就 可 以 相对 比较 容易 地 分 别 给 出 规则 集 和 不 规则 集 的 完整 刻 划 . 

定理 5.9 (a) R? 上 的 1 集 是 不 规则 的 , SARS AEWA. 

(b) R? 上 的 1 集 是 规则 的 , 当 且 仅 当 它 是 一 个 似 曲线 的 集 与 一 个 3tl 测度 为 零 
的 集 的 并 . 

证 明 (a) 由 命题 5.8 知 , 一 个 非 曲线 集 一 定 是 不 规则 的 . 命题 5.7 给 出 了 相应 
的 逆 命 题 . 

(b) 由 命题 5.6, 一 个 似 曲 线 集 是 规则 的 , 加 进 一 个 零 测 度 的 集 并 不 影 啊 密 度 , 因 
此 也 不 影响 规则 性 . 

me F 是 规则 的 , 那么 它 的 任何 一 个 具有 正 测度 的 博 雷 尔 子 集 瑟 也 是 规则 的 ， 
且 对 几乎 所 有 的 z€ E,D' (BE,z) =1. 由 命题 5.8, 集 互 不 能 是 非 曲 线 的 , 所 以 一 些 
可 求 长 曲线 与 的 交集 具有 正 长 度 . 利用 这 个 事实 , 用 归纳 法 逐步 定义 一 系列 可 求 
长 曲线 {Ci}. 首先 选择 C1 去 覆盖 FF 的 相当 大 的 部 分 , 比如 说 使 


H! (FAC) > Í sup {70 (FC) : C 是 可 求 长 的 } > 0. 


假如 Ci, C2,…,Cs 已 经 选择 好 了 , 并且 Fi = P\ Ù Cs 有 正 的 测度 , 设 Cogs E 
足 条 件 
H? (Fe Ceri) > 5 Sup (HE (FMC) : C 是 可 求 长 的 } > 0 (5.7) 


所 有 的 F, WE FUH, 否则 


00 > H (F) > X H’ (Fe Cress): 
k 


因为 Fi N Cira 是 不 交 的 ,所 以 当 > oo 时 , 70 (Fk Chaa) — 0. WRH (P\ GC) 


> 0 那么 存在 一 个 可 来 长 曲线 C 使 得 对 某 个 4> 0, H (A Ga)nc) = 但 
是 It (本 站 Ce < d/2 对 某 个 成立, 所 以 , 根据 式 (5.7), C 应 已 在 Cku ZAR 
选择 了 . 因此 Kt (P\ Ù C) = 0 FÆ P CAMRE PN Ü Cs 还 有 FU Cs 
这 是 一 个 零 测 集 = 

于 是 规则 1 集 本 质 上 是 可 求 长 曲线 的 子 集 的 并 集 , 但 不 规则 1 集 根本 不 包含 任 
何 可 求 长 曲线 . 这 个 二 分 法 的 惊人 之 处 在 于 规则 性 完全 是 由 密度 来 定义 的 , 并 没有 
参照 曲线 命题 5.6 和 命题 5.8 提供 了 进一步 的 对 比 . 几乎 处 处 , 规则 集 的 下 密度 为 
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1, 而 不 规则 集 的 下 密度 最 大 为 3/4. 这 样 , TELE fA] 1 R F H, {E 3/4 < Di (Fx) <1 
的 点 © 构成 的 集 有 零 测度 . 

规则 1 集 可 能 是 连通 的 , 但 像 维 数 小 于 1 的 集 一 样 , 不 规则 1 集 一 定 是 全 不 连 
通 的 . 至少 已 经 知道 , 在 不 规则 集中 , 两 个 不 同 的 点 不 能 用 可 求 长 曲线 来 连接 , 并 且 
进一步 的 研究 表明 : 不 规则 集中 也 没有 两 个 点 能 位 于 同一 个 连通 的 部 分 之 中 . 

规则 集 与 不 规则 集 的 进一步 的 差别 还 有 切线 的 存在 性 ( 见 5.3 节 ) 和 投影 性 质 
( 见 第 6 FE); 在 所 有 这 些 方面 , 规则 1 集 与 不 规则 1 集 都 是 大 相 径 庭 的 . 对 于 1 集 这 
个 特殊 的 情形 , 把 不 规则 集 定 义 为 分 形 是 很 有 数学 意义 的 . 


5.3 s 集 的 切线 


假设 一 个 光滑 曲线 C 在 点 x 有 切线 (在 经 典 的 意义 下 ), 这 意味 着 在 接近 点 x 
时 , R C 正好 沿 相 反 的 两 个 方 趋向 z. 关于 s 集 典 型 点 上 的 方向 分 布 , 我 们 能 说 些 
什么 呢 ? 对 于 s 和 集 定义 切线 有 意义 吗 ? 而 且 什 么 时 候 这 样 的 曲线 确实 存在 呢 ? 

任何 推广 的 切线 定义 都 应 该 反映 具有 正 测度 的 集 的 局 部 方向 分 布 , 对 已 考虑 过 
的 很 复杂 的 集 , 不 可 能 要 求 对 所 有 的 邻近 点 成 立 , 只 要 对 几乎 所 有 的 点 成 立 , 就 令 人 
满意 了 . RR” 中 的 s 集 下 在 z 点 有 方向 8(9 是 一 单位 向 量 ) 上 的 切线 , 如 果 


万 (F,x)>0 (5.8) 
并 且 , 对 每 个 角 p > 0, 
limr (FP (B(x, r)\S (2,0, ))) = 0 (5.9) 


这 里 S(z,6,p) 是 顶点 在 r, 包含 使 得 线段 =, 外 与 6 或 - 9 最 大 成 o 角 的 那些 y 
构成 的 双 锥 体 ( 见 图 5.4). BORE, 对 于 在 9 方向 的 切线 , 式 (5.8) BRA F 的 一 段 有 
效 部 分 接近 点 x, 而 由 式 (5.9), 正在 任何 双 锥 体 S (x, 0,0) 外 的 接近 点 z 的 部 分 都 
是 可 以 忽略 的 ( 见 图 5.5). 

下 面 先 讨论 平面 上 规则 1 集 的 切线 , 这 是 一 种 与 曲线 的 经 典 微 积分 相差 不 远 的 
情形 . | 

命题 5.10 ”可 求 长 曲线 C, 在 几乎 所 有 点 上 都 有 切线 . 

证 明 ”由 引 理 5.5, 上 密度 万 ' (C,z) = 1 > 0 对 几乎 所 有 的 ce C 成 立 . 可 
以 用 弧 的 长 度 作为 参数 来 重新 定义 C 的 函数 v : fo,C(C)] > R2, SHH y(t) 是 
从 C 的 端点 y (0) 出 发 , WE C 的 与 1 (0) BBW tH. L(C) < oo 意味 着 y 
有 有 界 的 变 差 , 也 就 是 说 sup 并 中; lp (ti) — Y (ti-i) < 00, 这 里 上 确 界 是 对 所 有 的 
SSH] 0 = to < ti <- < tm = L(C) 取 的 . 引用 函数 论 中 的 一 个 熟知 的 结论 ， 即 
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图 5.4 双 锥 体 5S (1,0,9) 


图 5.5 FER c 有 方 回 为 0 的 切线 , 则 对 于 很 小 的 r, Æ B(z,r)\S(z,9,¢) 
(阴影 部 分 ) 上 FF 的 部 分 是 可 以 忽略 的 


有 界 变 差 函 数 是 几乎 处 处 可 微 的 , 所 以 对 几乎 所 有 的 t, Y(t) 做 为 一 个 癌 量 是 存在 
的 . 由 于 是 以 弧 长 来 参数 化 , 对 这 样 的 t, W O= 1. 在 C 上 的 几乎 所 有 点 Y(t), 
存在 单位 向 量 0 使 得 lim (Y (u) — y (t))/ (u-t) = 0. XF, RE p > 0, 存在 数 
e > 0 使 得 当 |u- t| < e It, y(u) € S(W(t),0,¢). 因为 C 没有 二 重点 , 可 以 找到 r 
使 得 , 当 |u- t| > e HF, y (u) £ B (4 (t),r), PU CAB (4 (t)r) \S Y(t,0,y) Æ 
空 集 . 由 式 (5.8) MA (5.9) 的 定义 , 曲线 C EY 有 切线 , 这 样 的 点 包括 了 C 上 
的 几乎 所 有 点 . O 
就 像 密 度 一 样 , 可 以 把 切线 性 质 从 曲线 平行 地 推广 到 似 曲 线 集 上 . 
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命题 5.11 R? 的 规则 1 集 在 几乎 所 有 点 都 有 切线 ， 
证 明 ”由 规则 性 的 定义 , 对 几乎 所 有 的 点 ze 已 有 万 (Fz)=1>0. 
如 果 C 是 任何 可 求 长 曲线 , 由 命题 5.10, 对 C 上 几乎 所 有 的 点 存在 9, 使 得 当 
2>0 时 有 
lim rH! ((FAC)N (Bz, r)\S (x, 4, 9))) 


< limr Tt (CfNB(z, 7)\S (x, 0, p))) = 0. 
此 外 , 由 性 质 5.1(a), 对 几乎 所 有 的 zeC 有 
lim rH? ((F\C) N (B(z,r)\S (2,8, p))) 
< lim rH ((F\C)NB(z,r)) = 0. 


把 上 两 式 加 起 来 可 知 , 对 几乎 所 有 的 ze C, 因此 对 几乎 所 有 的 ze FNC 有 
lim rH (FN(B(z,)\S (2,0, ))) = 0 


因为 这 种 曲线 的 可 数 并 覆盖 F 的 几乎 所 有 点 , 所 以 命题 成 立 . 口 

与 规则 集 相 反 , 不 规则 1 集 一 般 不 存在 切线 . 

命题 5.12 在 不 规则 1 集 的 几乎 所 有 总 , 没有 切线 存在 . 

证 明 这 个 证 明 依 赖 于 不 规则 和 集 作 为 非 曲 线 集 的 特性 , 证 明 过 程 太 复杂 了 , 所 
以 只 好 把 它 略 去 . | 口 

现在 转 而 研究 及 ”上 非 整数 维 的 s R, 同 前 面 已 经 看 到 的 一 样 , 它 不 一 定 是 规 
则 的 . 对 于 0 < s <1, 我 们 对 切线 问题 没有 特别 的 兴趣 , 因为 任何 包含 在 光滑 曲线 
中 的 集 将 目 动 满足 式 (5.9), EA 0 为 曲线 在 点 zx 的 切线 方向 例如, 做 为 平面 的 
子 集 的 三 分 康 托 尔 集 F, Æ s= In2/1n3 的 s 集 , AXt y > 0, F 中 的 所 有 xW 
EA (5.8) 和 式 (5.9), 这 里 8 是 方 同 沿 寿 集合 的 向 量 . 另 一 方面 , WR F 是 两 个 
均匀 康 托 尔 集 的 第 卡 儿 乘积 , 每 个 均匀 康 托 尔 集 都 是 由 反复 从 区 间 的 中 间 去 掉 长 度 
为 a > 1/2 的 一 部 分 而 得 到 的 , 那么 通过 稍 许 计算 ( 见 第 7 章 ) 可 知 F 是 一 个 维 数 
s = 2ln2/ ln (2/ (1 — a)) < 1 的 s 集 ,在 它 的 任何 点 上 都 没有 切线 . 

对 于 R? 上 满足 1 < s <2 的 s 和 集 , 它 没有 切线 至 少 看 来 是 合理 的 , 因为 这 样 的 
BRKT, 以 至 在 每 个 方 品 上 都 呈现 辐射 状 分 布 . 对 此 , A (5.9) 不 能 成 了 并, 这 在 下 
面 的 命题 中 得 到 了 严格 的 证 明 . 

命题 5.13 “如果 一 是 及 ”上 的 s 集 ,其 中 1<s<2, 那 么 焉 上 的 几乎 所 有 点 
都 没有 切线 存在 . 

证 明 对 于 ro > 0, 令 


E = fy € F : Hs (FOB(y,r)) < 2 (2r)* 对 任意 的 r < mo 成 立 } (5.10) 
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对 于 任意 z € E, 任意 单位 向 量 8 和 满足 0 < yp < /2 WA yp, 下面 先 估计 有 多 少 
E 的 部 分 在 Blr) NS (2,6, ~) A. XIF r < ro/20 Al i = 1,2,---, BE A; 是 由 下 式 
纵 出 的 环 写 双 有 书面 的 交 


A; = (B(x, ire) \B(z, (i — LD)rp) N5 (x,0, 9), 
那么 对 m < 2/p 的 整数 m 有 , Bw,r) 1S (2,0,9) c U A Uia). 每 个 As 都 包 售 


两 部 分 , 而 每 部 分 的 直径 最 大 为 10rp < ro, 所 以 应 用 式 (5.10) 到 包含 中 的 点 的 
那些 部 分 上 , 然后 相 加 得 : 


Hs (ENB(z, NS (2,0, p)) < 2m2(20rg)’ < (4971) 2 (20ry)*, 
所 以 , 如 果 r < ro/20, 则 
(27r) H: (EN B(2,r)NS (x,0,9)) < 8.10°y*™! (5.11) 


现在 , 由 命题 5.1(a) 知 ,几乎 所 有 的 ze E, 满足 万 (FNB,z) = 0， 分 解 
F()B(z,r) 成 三 部 分 , 可 以 得 到 


Hs (FN B(a,r)) = Hs((F\E)NB(Y,7)) + H (ENB(z,r)N S (x,0, 9))- 
+H (E N B(z,r)\S(z, 0, ¢)) ). 


上 式 两 边 同 除 以 (2r) ,然后 在 r 一 0 时 取 上 极限 , YAA (5.11), 对 几乎 所 有 的 
reEek A '’ 


万 (F,2) <0+8.10%p*"?! + lim (2r) HS (F()\(B(z,r)\S(a, 9,¢))). 


选择 p 充分 小 , 可 见 对 任何 0 式 (5.8) MA (5.9) 不 会 同时 成 立 , 所 以 在 点 z 不 存在 
.切线 . 为 了 完成 证 明 , 我 们 注意 到 , 由 命题 5.1(b), 对 某 个 ro > 0, 几乎 所 有 的 ze F, 
z 都 属于 由 (5.10) 定义 的 E. 口 

这 一 章 的 结论 首先 给 作为 s 集 的 分 形 提供 了 一 个 局 部 的 描述 .通过 进一步 使 
用 这 种 方法 , 可 能 得 到 密度 的 更 精确 的 估计 , 以 及 关于 在 典型 点 上 s 集 的 方向 分 布 
的 估计 . 例如 , 可 以 证 明 , 当 s > 1 时 , 经 过 s 集 已 的 ?ts 几乎 所 有 的 点 , 几乎 所 有 的 
直线 与 下 的 交集 是 s — 1 维 的 . 

最 近 , 填充 测度 ( 见 3.4 节 ) 已 被 用 来 研究 局 部 性 质 , 而 且 已 经 证 明 : 一 个 集 的 
规则 性 近乎 对 应 于 填充 测度 与 ( 稍 做 改动 的 ) 蒙 斯 多 夫 测 度 的 等 价 性 . 

再 做 些 努 力 , 上 面 的 思想 可 以 推广 到 更 高 维 的 情形 . R 中 的 规则 s 集 可 以 用 
密度 来 定义 , 同样 , s 集 只 有 当 s 是 整数 时 才 可 能 是 规则 的 . 规则 的 s 集 几 乎 所 有 点 
都 有 切线 , 并 且 在 除去 一 个 Hs 测度 为 零 的 子 集 的 意义 下 是 “s 维 似 曲面 的 ”, 它们 
可 以 用 可 数 个 Rs 中 的 子 集 的 利 普 希 欧 映射 的 并 来 覆盖 . 
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5.4 注 1C 和 参考 文献 


这 一 章 只 涉及 了 深奥 的 领域 一 一 几何 测度 论 的 一 点 皮毛 . 文献 中 有 黄 基 性 的 
文章 Besicovitch(1928,1938) 的 原文 , 此 文章 包含 了 对 平面 上 的 1 集 的 引 人 注 目的 完 
整 分 析 . 平面 上 非 整数 维 的 s 集 的 结果 归功 于 Marstrand(1954a). 以 后 的 一 些 学 者 
们 把 这 些 工作 推广 到 了 高 维 空 间 的 子 集 上 ; 尤其 是 Priess(1987) 使 这 一 工作 达到 了 
顶峰 ,Priess 解决 了 很 多 著名 的 问题 ， 有 关 平 面 上 规则 集 和 不 规则 和 集 的 更 详尽 的 讨 
论 也 可 以 在 Falconer(1985a) 中 找到 ,或 见 Mattila(1995) 和 Federer(1969). 利用 现代 
的 方法 运用 切线 测度 是 由 Preiss(1987) 引进 的 , 在 Mattila(1995) 和 Falconer(1997) 
中 有 介绍 . 大 家 都 相信 命题 5.8 中 的 “3/4 可 以 用 “1/2” 取 代 ; 这 方面 内 容 的 很 多 
情形 , 在 Farag(2002) 中 都 有 讨论 , 而 Preiss and Tiser(1992) 得 到 了 一 般 情况 下 , 这 
个 值 等 于 (2 十 V46)/12 = 0.732.. .的 结果 . 


练 习 


5.1 通过 在 s =n = 2 时 应 用 命题 5.1, 推导 勒 风格 密度 定理 (5.1). 

5.2 HS: ROR 是 连续 日 可 微 的 水 数 , 对 任意 r, 还 满足 0 < a < f (z) < ce. 证 
明 : 如 果 F Æ R 上 的 s 8, ABZ D? (JF), f(z)) = DE(F, x) 对 也 上 的 所 有 z 成 立 , 并 且 
对 于 上 密度 也 有 类 似 的 结果 . 

5.3 $ F EZR, 证 明 D(F, e) < 27° 对 所 有 r 成 立 , 这 里 s= mm2/ in3. 
由 此 推出 F 是 不 规则 的 . 

5.4 ”估计 由 图 0.4 给 出 的 1 集 上 点 的 上 、 下 密度 , 并 且说 明 它 是 不 规则 的 . 

5.5 ”应 用 定理 5.2 的 证 明 ， 说 明 : 如 果 下 是 s 和 集 , 0 < s<1, 那么 对 几乎 所 有 的 xz, 有 
D? (F, x) < (1426). 

5.6 ”构造 一 个 全 不 连通 的 规则 1 集 (提示 : 由 可 求 长 曲线 开始 ). 

5.7 REM FR? 上 的 s 和 集 ,， HUSARA B(x,r), 有 H? (Blz, r) E) < 
H? (B(x,r) Q F), uE: He (E\F) = 0. 这 里 是 否 需 要 条 件 ECF? 

5.8 BE Fi Fa 是 平面 上 的 1 RE P= U Fi 也 是 1 集 , 证 明 ， 如 果 对 所 有 的 上 
Fi 是 规则 的 , WF 也 是 规则 的 ; 如 果 对 所 有 k, Fi 是 不 规则 的 , DP 也 是 不 规则 的 . 

5.9 ”证 明 : 如果 万 是 规则 的 1 集 , FF 是 非 规则 的 芋 集 , 那么 ?4 (EQ) F) = 0. 


第 6 章 分 形 的 射影 


本 章 研 究 有 "中 的 分 形 到 低 维 子 空间 的 正 交 射影 , 或 称 “ 影 子 ”". 及 中 的 一 条 
光滑 (1 维 的 ) 曲线 在 平面 上 的 影子 一 般 是 一 条 (1 维 的 ) 曲线 , 但 一 个 (2 维 的 ) 曲面 
或 (3 维 的 ) 立方 体 却 一 般 有 2 维 的 影子 , 如 图 6.1 上 部 所 示 . 相应 地 , 也 可 以 对 分 形 
验证 类 似 的 结果 . 直观 地 说 , 可 以 期 望 R” 中 的 集 F, 当 dima F > 2 时 , KA 2 维 的 
平面 影子 ; 而 当 dimy F < 2 时 , 其 平面 影子 的 维 数 即 为 dimE ,如 图 6.1 下 部 所 示 . 
粗 看 起 来 , 这 是 正确 的 ; 但 要 做 更 细致 的 工作 才能 够 得 到 关于 分 形 射 影 性 质 的 精确 
BA. 

首先 在 最 简单 的 情形 下 证 明 射 影 定 理 , 即 平面 中 的 点 集 到 直线 的 射影 这 情形 ， 
然后 阐述 高 维 情形 的 类 似 结果 ， 


图 6.1 上 面 : 经 典 集 在 平面 上 的 射影 , 曲线 “典型 地 ”有 维 数 为 1 的 射影 , 而 曲面 和 立方 体 
有 具有 正面 积 的 维 数 为 2 的 射影 . 下 面 : 分 形 集 到 平面 的 射影 , 若 dims F < 2, 而 
dimy F2 > 2, 则 典型 地 F 的 射影 的 维 数 等 于 dima A, HASH, Fo 的 射影 维 
BA 2 HA IER 


6.1 任意 集 的 射影 
A Lg 表示 过 R? 的 原点 并 与 水 平 轴 夹 角 为 9 的 一 条 直线 , 用 proje 表示 到 Lo 
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上 的 正 交 射影 ; 所 以 , 如 果 F 是 R? 的 子 集 , 则 proj 是 五 到 Le 上 的 射影 ( 见 图 
6.2). 显然 , 当 z,y € Rf, 有 不 等 式 |projez 一 projey| < |x — yl, BI proje 是 一 个 利 普 
PARIT. 于 是 根据 推论 2.4(a), 对 任意 集 ALR 和 有 


dimy (projgF’) < min {dimy F,1}. (6.1) 


(由 于 projo 是 直线 Le 的 子 集 , 所 以 它 的 维 数 不 会 大 于 1.) 有 趣 的 问题 是 反方 同 
的 不 等 式 是 否 成 立 ? 射影 定理 告诉 我 们 , 对 于 几乎 所 有 的 0 € [0, wd], 这 是 正确 的 , 也 
就 是 使 不 等 式 (6.1) 严格 成 立 的 例外 值 8 组 成 的 集 具 有 零 长 度 (1 维 勒 贝 格 测度 ). 


-二 proj 9 F 


图 6.2 RF BBR Lo 的 射影 


射影 定理 61 RFCR RREFERA, 

(a) 如 果 dimy F <1, MANL $A t) 0 € [0, n) 有 dimy (proja F) = dimy F; 

(b) 如 果 dimy F > 1, 则 对 几乎 所 有 的 0 € [0, a], projg KEKA (作为 Lg 的 
子 集 ) 而 且 维 数 为 1. 

证 明 利用 究 斯 多 夫 维 数 的 位 势 理论 特征 可 以 给 出 一 个 非常 有 效 的 证 明 : 如 
$ s < dimp < 1, 则 根据 定理 4.13(b), 存在 ( 紧 子 集 )F 上 的 质量 分 布 几 满足 


0 <y(F)<o0 和 和 
f f dy (z) da (y) — o. (6.2) 
rJe |z—yl | . 


对 每 个 9 把 质量 分 布 yx“ 投影 ”到 直线 Ze E, 从 而 得 到 projo EWAH no, 
这 里 pe 是 按 下 面 的 式 子 定义 的 : 即 对 每 一 区 间 [a,b], 令 


pe (a, b]) = pw {w:agxv-6< bd} 
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或 者 等 价 地 , 对 每 一 非 负 函数 有 等 式 
f f(t) due (t) = J f@-®)au(@) 
(这 里 9 是 方向 角 为 9 的 单位 向 量 , z 表示 它 的 位 置 向 量 , 2 .9 而 是 通常 的 内 积 ). 


那么 
Llama |= Ue hice vor | 
£ y: 
oh Uhren e 
=f e heh Tec 
T° T—Yy 


其 中 为 任意 固定 的 单位 向 量 (注意 |(z — y) - Ol ”对 0 的 积分 仅 依赖 于 |z — yl). 
如 果 s< 1, 则 由 式 (6.2) 和 
| 页 -f lcos (7 — OF aR 
知 式 (6.3) 是 有 限 的 ， 所 以 对 几乎 所 有 的 0 € [0, x) 有 

人 上 dpo (u) duo (v) w) _ 
o leso 
根据 定理 4.13(a), 由 于 在 projo 上 存在 这 样 的 质量 分 布 jwo, MA dimy (proja F) > 
sj 又 因为 这 个 结果 对 任意 的 s < dimy F 者 成立, 所 以 结论 (a) 成 立 . 

结论 (b) 可 以 类 似 证 明 , 但 要 引入 健 里 叶 变 换 来 说 明 射 影 有 正 长 度 . 口 

这 些 射 影 定 理 可 以 目 然 地 推广 到 高 维 情形 , 设 Gn, 为 通过 R” 的 原点 的 上 维 
子 空间 或 “k 维 平面 ", 这 些 子 空间 上 自然 地 以 有 (n 一 有) 个 坐标 (一 般 方向 余弦 ) KE 
数 化 , 所 以 此 时 称 “ 几 乎 所 有 的 ” 子 空间 是 指 在 k(n 一) 维 勒 贝 格 测度 意义 下 的 . 用 
projn 表示 到 维 平面 H 的 正 交 射影 . 

定理 6.2 BHK FCR ACERS, 

(a) 如 采 dimy F <S k, 则 对 几乎 所 有 的 IE€ Gan, A dimy (projnF) = dimy F. 

(b) 如 果 dimy F > k, 则 对 几乎 所 有 的 Il E Gnk,ProjnF Ask AA ARK 
A k. 

证 明 不 难 把 定理 (6.1) 的 证 明 方 法 推广 到 高 维 情形 . 

于 是 , MRP 为 及 中 的 子 集 , F 的 平面 射影 的 维 数 一 般 为 min {2, dimy F}. 

个 结果 有 重要 的 实际 意义 : 我 们 可 以 通过 估计 在 某 个 随机 方向 的 相片 图 的 维 数 
来 估计 空间 物体 的 维 数 , 如 果 相 厂 图 的 维 数 小 于 2, 则 可 以 认为 物体 的 维 数 等 于 相 
片 图 的 维 数 . 这 样 一 个 简化 能 使 空间 物体 的 维 数 的 估计 易于 处 理 , 因为 计 盒 维 数 方 
法 在 3 维 空 间 中 很 难 应 用 , 而 在 平面 中 却 可 以 相当 成 功 地 应 用 . 
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6.2 ERAH s 集 的 射影 


如 果 R? 中 的 子 集 的 豪 斯 多 夫 维 数 为 1, 则 定理 6.1 告诉 我 们 , 在 几乎 所 有 的 Lo 
E, F 的 射影 都 是 1 维 的 . 然而 在 这 个 重要 情形 中 仍然 无 法 判定 这 些 射 影 具 有 和 零 长 
度 还 是 正 长 度 , 但 在 FF 为 1 集 的 特殊 情形 下 , 即 0 < H (F) < co 时 , 则 可 以 进行 分 
析 研 究 ， 回顾 定理 5.3, 即 1 集 能 分 解 为 规则 的 类 似 曲 线 的 部 分 和 不 规则 的 非 曲 线 
的 部 分 , 下 面 两 个 定理 说 明了 这 两 类 和 集 是 完全 不 相同 的 . 

定理 6.3 HF AR’ 中 的 规则 1 集 , 则 至 多 除了 一 个 例外 值 9 E [0,1] FF, 
projgF ALKA. 

证 明 梗 概 ”由 定理 5.9(b), 只 需 证 明 F 是 具有 正 长 度 可 求 长 曲线 C 的 子 集 . 
利用 勒 贝 格 密度 定理 , 用 C 的 短 的 连续 的 子 曲 线 来 通 近 这 样 的 集 F, 本 质 上 , 需要 
考虑 的 情形 是 , FF 本身 就 是 连接 两 个 不 同 点 zx 与 y 的 可 求 长 曲线 Ci; 但 是 , 很 明显 ， 
除了 一 个 使 Le 垂直 于 连接 z,y 的 直线 的 例外 值 外 , 这 样 的 曲线 在 Ze 上 的 射影 
都 是 有 正 长 度 的 区 间 . 口 

(一 般 地 , 对 所 有 0, proj 都 有 正 长 度 ; 仅 当 F 包含 于 一 组 平行 直线 段 时 , 有 
— 6 的 例外 值 .) 

定理 6.4 HR FR 中 的 不 规则 1 集 , 则 对 几乎 所 有 OE [0,n), projo AF 


KE. 
证 明 xX TUE MRR, 要 涉及 复 末 的 密度 和 不 规则 集 的 角 密 度 的 构造 , 在 
此 了 略 去 证 明 . 口 
这 些 定理 可 以 有 多 种 形式 的 组 合 . 


推论 6.5 BFR? 中 的 1 集 , 车 情 的 规则 部 分 的 HI MAAR, 则 对 几乎 
所 有 的 6,，projgF ARRA; 否则 , 至 多 除了 0 一 个 例外 和 值 外 ,projgF ALKA. 

下 面 的 关于 不 规则 和 集 的 表示 特征 是 很 有 用 的 . 

推论 6.6 R? 中 1 集 4 为 不 规则 的 充分 作 要 条 件 为 它 至 少 在 两 个 方向 的 射 
BAAR. 

例 6.7 图 0.4 的 康 托 尔 尘 集 五 是 不 规则 1 集 . 

计算 ”在 例 2.6 +, 已 说 明 F 是 1 集 , 很 容易 看 到 对 满足 tan9 = 1/2 和 
tan9 = 一 2 的 0, F 在 相应 的 Le。 上 的 射影 具有 和 零 长 度 ( 见 前 几 次 迭代 的 图 形 ). 所 以 
由 推论 6.6 知 F 为 不 规则 的 . 口 

这 一 节 已 经 曾 述 的 结果 是 对 于 满足 0 < Hi (Ff) < 0% 的 集合 F 而 言 的 , 虽然 这 
种 情形 出 奇 地 多 , 但 对 于 一 般 的 1 维 集 这 个 条 件 已 相当 苟 刻 . VCE, 这 些 定理 的 
应 用 范围 还 是 相当 广泛 的 . 对 于 任 一 集 ,如果 其 与 某 可 求 长 曲线 的 交集 具有 下 长 
E, 那么 FF 包含 有 规则 子 集 , 因此 对 几乎 所 有 的 0, projo 有 正 长 度 . 此 外 , 如 果 F 
是 o 有 限 不 规则 1 A, 即 它 可 以 表 成 可 数 个 具有 有 限 测度 的 不 规则 1 集 的 并 , 则 对 
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几乎 所 有 的 0, projo BERKE. 这 可 由 组 成 下 的 可 数 个 1 集 投影 的 并 推出 . 
TARGEM 6.3 和 定理 6.4 在 高 维 情形 上 的 类 似 结果 , 当然 , 它们 的 证 明 要 比 
平面 的 情形 更 为 复杂 . 
定理 6.8 KFAR Pkk, aL k ARK. 
(a) Æ F 为 规则 的 , MILF HAA IE Grex, proja AE k EAR. 
(b) # F 为 不 规则 的 , 则 对 几乎 所 有 的 IE Gnx,PprojnF 的 天 维 测度 为 零 . 


6.3 ”整数 维 任意 集 的 射 彩 


上 节 中 的 定理 , 虽然 在 数学 上 精妙 而 繁复 , 但 仍然 没 给 出 平面 集 到 直线 的 射影 
是 具有 零 长 度 还 是 正 长 度 这 个 问题 的 完整 答案 . R PAREREA 1 WTR F 
不 一 定 是 1 集 , 或 者 甚至 未 必 是 具有 o 限 Ki 测度 的 集合 ( 即 具有 有 限 H! 测度 集 
的 可 数 并 ); 同时 , 也 未 必 有 满足 0 < H* (FP) < oo 的 维 数 函 数 AC 2.5 节 ), 在 这 种 
情形 下 , 进行 数学 的 分 析 是 非常 困难 的 : 怎样 来 描述 这 样 集 的 射影 ? 令 人 惊讶 的 答 
案 是 , 通过 对 豪 斯 多 夫 维 数 为 1、 但 不 具有 o ARR KH? 测度 的 这 类 相当 微妙 的 集 的 
研究 , 能 够 构造 出 具有 任何 给 定 射 影 的 集 . 例如 , R? 中 有 这 样 的 子 集 F, projgF 对 
几乎 所 有 的 9 e [0, 1/2] 都 包含 一 段 长 度 为 1 的 区 间 ; 但 对 于 9 e [x/2,x), proje F 却 
具有 零 长 度 . 更 一 般 地 , 有 下 面 的 结果 , 即 存 在 这 样 的 集 , CERT ATT IR, 除去 
一 个 零 长 度 集 外 , 是 预先 给 定 的 任何 集 , 下 面 定 理 中 方 括号 的 可 测 条 件 是 为 了 完备 
性 , 但 最 容易 被 非 专业 人 员 忽 视 


定理 6.9 对 任意 0 € [0， T), 设 Go Fe Le a9 > = 使 得 (oxen Go 为 平面 上 的 
勒 员 格 可 测 集 ], 则 存在 博 雷 尔 集 PCR’, 使 得 


(a) 对 所 有 0, projgF D Ge 
(b) 对 几乎 所 有 0, length(projg\Ge) = 0. 


特别 地 , 对 几乎 所 有 0, Le 中 属于 Go 或 projgF, 但 不 同时 属于 两 者 的 点 的 集 
> BORK. 


证 明 思 想 ”粗略 地 说 明 这 类 集 的 基本 构造 , 这 就 是 所 谓 的 “迭代 的 活动 百叶 
窗 (iterated Venetian blind)” , 如 图 6.3 Bra. i ERA 入 的 直线 段 ,es 为 一 个 
小 角 ,大 是 一 个 充分 大 的 整数 . 用 长 度 大 约 为 Nk L5 ERR e 角 , HES E W 
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He AS fa] aT 


图 6.4 BHA 


6.4 EASE AM 


平面 中 的 任意 子 集 的 射影 定理 的 几何 证 明 由 Marstrand(1954a) 给 出 ; 位 势 理论 
的 证 明 归 功 于 Kaufman(1968). Mattila(1975) 得 到 了 包含 高 维 情形 的 各 种 推广 . 关 
于 平面 中 规则 和 不 规则 1 集 的 射影 结果 是 非常 古老 的 , 可 追溯 到 Besicovitch(1939) 
的 工作 , 而 天 于 R” 中 s 集 的 类 似 结果 由 Federer(1947) 给 出 . 关于 射影 定理 的 更 详 
细 的 论述 在 Falconer(1985a) 和 Mattila(1995) 中 给 出 . 而 盒 维 数 和 填充 维 数 的 射影 
结果 是 更 精巧 的 , 可 参见 Falconer 和 Howroyd (1997) 以 及 Howroyd(2001). 定理 6.9 
的 对 偶 形 式 由 Davies(1952) 给 出 , 而 对 于 高 维 推广 的 直接 证 明 由 Falconer(1986a) 给 
出 . 


练 习 


6.1 KRE=-FXFCR’,X# F R-PEBKERS, 按 比 例 和 去 掉 中 间 一 段 的 康 
托 尔 集 (E 的 蛇 斯 多 夫 维 数 等 于 2in2/ in(2/(1 一 入 )), 见 例 4.5 和 例 7.6), 问 在 下 面 两 种 情况 
F: (a) 8 是 一 般 的 值 ; (b)6 = 0 和 0 = n/2; dimy proj E 各 是 什么 ? 

6.2 WE E “WAR”, 即 是 由 形式 E= {e :yp E F 给 出 的 复数 集 , 其 中 
F 是 三 分 康 托 尔 集 , 对 任意 0, 问 dimy proj E 等 于 什么 ? 

6.3 ”对 0<s<1, 举 出 R? 中 的 一 个 s 集 的 例子 , 使 得 对 所 有 的 0, projgF 为 s 集 . 

64 WEAF AAR 的 瞪 斯 多 夫 维 数 严格 在 0 与 1 之 间 的 子 集 , 已 经 知道 R? 
的 子 集 Ex F 的 过 斯 多 夫 维 数 至 少 为 dimy E + dimy FF( 见 第 7 章 ). 证 明 E x F Aee 
轴 射 影 总 是 射影 定理 6.1 的 “例外 ”情形 . 

6.5 ”证 明 对 任意 0 和 任意 F CR’, dimy projgF > dimy F — 1. 

66 ” 设 F 是 平面 上 的 不 规则 1 集 , 利用 定理 6.4 证 明 F 是 全 不 连通 的 . 
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6.7 B FHR 中 多 于 1 点 的 连通 子 集 , 证 明 除 去 可 能 的 一 个 例外 值 9, 对 几乎 所 有 
的 9, proja F 有 正 长 度 .( 所 以 平面 中 的 射影 定理 只 对 非 连 通 的 集 才 真正 使 人 感 兴趣 .) 

68 KEAFARATS, 证 明 对 几乎 所 有 的 实数 入 , dimy (E + AF) = min{1, dimy 
(E x F)}, XE E +AF 表示 实数 集 {x 十 和 y :x EE,yerF}. 

6.9 ”证 明 如 果 F 为 非 规则 1 集 的 可 数 并 , 则 定理 6.4 的 结论 仍然 成 并 . 

6.10 设 电 及 FF 为 RB 的 具有 和 零 长 度 (1 维 勒 贝 格 测度 ) 的 子 集 , 证 明 及” 中 可 求 长 曲 
线 与 乘积 集 Ex F 的 交 具 有 有 零 长 度 . 

6.11 若 忆 为 一 集合 , z AR’ 中 的 一 点 ,了 在 zx 的 射影 用 proj. F 表示 , 其 定义 [0, 27) 
中 8 的 集合 , 它 使 得 从 zx 出 发 的 方向 为 6 的 半 直 线 与 F 相交 . 设 工 为 一 直线 . 证 明 : & 
dimu F < 1, WX} L 上 几乎 所 有 的 z( 在 勒 贝 格 测度 意义 下 ), dimy proj, F = dima F; & 
dima F > 1, 则 对 元 上 的 几乎 所 有 x, proj, F AERE (GER: 考虑 一 个 与 平面 相 切 的 球面 ， 
以 及 一 个 使 平面 中 的 点 x 映射 到 过 球 心 和 zx 的 直线 与 球面 的 交点 的 变换 .) 

6.12 iF CR’, 对 任意 0, 证 明 dimpprojpF < dimp F, dimpproj,F < dims F 和 
dimp projgF < dimp F ; 并 证 明 , 如 果 对 几乎 所 有 的 0, dimp F = dimy F, M| dim, proja F = 
dimp £F. 


第 7 章 分 形 的 乘积 


由 已 知 的 分 形 构造 新 的 分 形 的 一 种 方法 就 是 利用 策 卡 儿 乘积 . 确实 , 在 实际 中 
出 现 的 很 多 分 形 就 是 乘积 形式 的 , 或 者 至 少 是 局 部 类 似 乘积 形式 , 例如 某 些 动 力 系 
统 的 吸引 子 . 本 章 主 要 介绍 分 形 的 乘积 维 数 公 式 . 


7.1 乘积 公式 


回忆 一 下 , WR E AR" WER, 了 为 R™ 的 子 集 , FOL RR ARE RAR ARE xF 
定义 为 第 一 个 坐标 在 E 中 , 第 二 个 坐标 在 F 中 的 点 集 , B 
ExF={(2,y)eR"*™: cek ye F}. (7.1) 
所 以 , WR EAR 的 单位 区 间 , PW R? 的 单位 区 间 , ABA, Ex F 就 是 R3 中 的 单 
位 正方 形 (WE 7.1). 另外 , WR F 为 三 分 康 托 尔 集 , 那么 , F xF 就是“ 康 托 尔 积 ” 
( 见 图 7.2), 也 就 是 平面 上 的 两 个 坐标 都 在 康 托 尔 集 F 中 的 那些 点 的 集合 . 
在 上 面 的 第 一 个 例子 中 , 利用 经 典 的 维 数 定义 , 显然 有 


dim (E x F) = dim E + dim F 


在 “光滑 ”的 情形 下 , 即 当 EA F 都 是 光滑 曲线 、 光 滑 曲面 或 高 维 流 形 时 ， 上 面 
这 个 等 式 更 普遍 地 成 立 . 遗憾 的 是 , 对 “分 形 ” 维 数 来 说 , 这 个 等 式 不 总 是 成 立 . 关 


R 


图 7.1 R 中 的 单位 区 间 与 及 中 的 单位 区 间 的 笛 卡 儿 乘 积 
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图 7.2 FORM F xF, 其 中 FF 是 三 分 康 托 尔 和 集 , 此 时 dimy F x F = 2dimy F = 21n2/1n3 


FRIIS RAR, 最 一 般 的 结论 可 能 是 不 等 式 dimy (E x F) > dimp E + dimy F. 
然而 , 正如 将 要 看 到 的 , 也 有 很 多 等 号 确实 成 立 的 情形 . 

乘积 定理 的 证 明 要 用 EM F 上 的 宸 斯 多 夫 测 度 去 定义 一 个 在 EX F 上 的 质 
Boi u, B 和 下 上 密度 的 界 将 导出 适合 于 质量 分 布 方法 的 4 的 估计 . 

命题 7.1 wR ECR" FCR” 是 博 雷 尔 集 , BH (E),Hi(F) < co, 则 


HET (E x F) > cH? (E)H (F) (7.2) 

其 中 ec>0 仅 依赖 于 s Fe t. 

证 明 ”为 简单 起 见 , 假定 B,C R, 故 x 了 fc Rs, 一 般 情 形 的 证 明 几 乎 是 
完全 相同 的 . 若 Hs (E) 和 H (Ff) 有 一 个 是 零 , 则 式 (7.2) 成 立 是 显然 的 , 所 以 假定 
E Æ s &, F Et &, Bl 0 < H: (E), HÉ (FE) < oo. 利用 Hs 和 Xi 的 “乘积 测度 ”, 可 
以 定义 五 x 五 上 的 质量 分 布 , Bo IJ CR, TE “RB” Ix J 上 ,定义 如下: 

u(x J) = H° (END HÉ (FAJ) (7.3) 
可 以 证 明 这 样 定义 的 4 A Ex F ERE, Ao (R?) = HS (BE) H (F). 
根据 命题 5.1(b) 的 密度 估计 , 对 Hs 几乎 所 有 的 ze 五 都 有 


lim H* (ENB (z,r)) (2r) ° <1 (7.4) 
和 对 Ho 几乎 所 有 的 y € F, 都 有 
lim H“ (FNB (y,r)) (2r) * <1 (7.5) 


(当然 , 因为 涉及 的 是 R 的 子 集 , 故 B (zx,7) 正好 是 以 z 为 中 点 , 长 度 为 2r 的 区 间 .) 
Kv OES, 对 u 几乎 所 有 (x,y) € Ex F, R (7.4) 和 式 (7.5) 都 成 立 . A 
All B((2,y),7) 包含 在 正方 形 B(x,r) x Bly, r) P, 这 就 可 以 得 到 

u (B ((x,y),r)) < p(B (x,r) x Bly,r)) 

= H? (ENB (z,r)) H (FAB (y,r)) 
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所 以 
u (B ((z,y),7)) — H (ENB (z,r)) H (FNB (y,r)) 
(2r) + < (2r)° (2r) 
利用 式 (7.4) 和 式 (7.5), 可 知 对 1 几乎 所 有 (2, y) € E xF, 


Tma (B ((2,y)sr)) (2r) et9 <1. 


由 命题 4.9(a) 
HEH (E x F)>2 top(E x F) = 2 + (E) Ht (F). 口 
乘积 公式 7.2 R ECR”, FCR” 是 博 雷 尔 集 , 则 


dimy (E x F) > dimy E + dimy F. (7.6) 


证 明 Æ s,t 为 满足 s < dimy E,t < dima 的 任意 数 , 则 H: (E) = Ht (F) = 
OO. 由 定理 4.10 知 存在 博 雷 尔 集 Eo C E, Fo C F 使 0 < HE (Eo) Ht (Fo) < OO. 再 
由 命题 7.1， 


HT (Ex F) > Ht" (Ep x Fo) > cHs (Eo) HÉ (Fo) > 0. 


所 以 , dimy (E x F) >s4+t. 由 于 选择 的 s Alt Wa dimy E fil 
dimy F, 所 以 式 (7.6) WA. o 

命题 7.1 和 乘积 公式 7.2 事实 上 对 任意 ( 非 博 雷 尔 ) 集 都 成 立 . 

从 式 (7.6) 即 得 “ 康 托 尔 积 ” Ex F SE REEMA 21n2/1n3, XE F 
为 三 分 康 托 尔 集 ( 见 图 7.2). 

一 般 地 , 不 等 式 (7.6) 的 反问 不 等 式 是 不 成 立 的 , 见 例 7.8 . 可 是 , 正如 经 常 遇 
见 的 , 如 果 五 或 下 是 “相当 规则 ”的 , 即 在 肾 斯 多 夫 维 数 与 上 盒 维 数 相 等 的 情况 下 ， 
确实 能 够 得 到 相应 的 等 式 . 

乘积 公式 7.3 ”对 任意 集 ECR, FCR"™, 则 


dimy (E.x F) < dimy E + dimg F (7.7) 

证 明 为 了 简单 起 见 , ECR, FCR. 选择 s> dimy £,t > dimgF, HAZ 

存在 一 个 数 do > 0, 使 对 任意 6 < do, 已 可 以 被 Ni (F) < ôt ARES ô HAKEA 

X. 设 {Ui} Æ E WER 6 BR, XE U, EWE DUI < 1 的 区 间 . 对 每 个 i, 设 

{Ui 为 覆盖 下 的 Nu, (F) 个 长 为 JU: 的 区 间 , 则 Ui x FR Ni, (F) 个 边 长 为 
| 的 正方 形 {U; x Ui ;} Pre. Pr Ex PF CU, U, (Ui x Ui,;), 即 有 


Hiti (E x F) < > 2 |U; x U < X Nyu (F) 26+9/2 uT 


< p(ett)/2 `S LOA U; < ols+t)/2 
t 
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令 5 一 0, KÆ s > dimp E H t > dimpF, W HH (E x F) < œ, He 
dimy (E x F)<s+t. g 
推论 7.4 Æ dimy F = dimpF, A 


dimy (E x F) = dimy E + dimy F 


证 明 ”注意 到 合并 乘积 公式 7.2 和 7.3 即 得 


dimy E + dimy F < dimy (E X F) < dimy E + dimg F (7.8)0 
这 里 应 当 注 意 的 是 上 盒 维 数 的 基本 乘积 不 等 式 与 紧 期 多 夫 维 数 的 基本 乘积 不 
等 式 是 相反 的 . 


乘积 公式 7.5 ”对 任意 集 ECR",FCR™ 
dimp (E x F) < dimg E + dimg F (7.9) 


证 明 ”这 个 证 明 留 作 练习 7.5, 证 明 的 思想 与 公式 7.3 相同 , RRR E A F 
能 分 别 被 边 长 为 6 的 Ns (五 ] 和 Ni (已 ) 个 区 间 所 履 盖 ,那么 五 x 忆 就 被 Ni (E) Ns (F) 
A E TARE X EHI RER ERRE EJ IE Pr i. 

例 7.6 与 均匀 康 托 尔 集 的 乘积 

设 ,下 是 R 的 子 集 , 为 均匀 上 康 托 尔 集 OP 4.5), 则 


dimy (E x F) = dimy E + dimy F. 


计算 ” 例 4.5 证 明了 均匀 康 托 尔 集 的 罕 斯 多 夫 维 数 与 上 盒 维 数 相等 所 以 , 由 
推论 7.4 即 得 结论 . 

因此 , 三 分 康 托 尔 集 与 目 身 的 “ 康 托 尔 积 ”的 紧 斯 多 夫 维 数 和 盒 维 数 都 为 2ljn 2/ 
In3, 类 似 地 , WR EA RB 的 子 集 , F 为 一 直线 段 , 则 


dimy (E x F) = dimgE+1. 


FE SE bs PIB BY BY RS DG ab AS RRR, 但 是 局 部 类 似 乘积 集 ， 例 如 ， 
Hénon 吸引 子 (WA 13.5), 看 起 来 局 部 像 一 个 直线 段 与 一 个 类 似 康 托 尔 集 F 的 乘 
积 . 更 确切 地 说 , 存在 从 [0, 1) x F Bl Hénon 吸引 子 的 小 邻 域 的 光滑 双 射 . 在 适当 的 
MA it EER T, 这 样 的 分 形 集 可 以 作为 乘积 集 的 像 来 进行 分 析 . 

例 7.7 “ 康 托 尔 革 "就 是 在 极 坐标 下 由 表达 式 


F’ = {(r,0):r e F0 <0 < 2} 


表示 的 平面 集 , 其 中 FREDRIK (LA 7.3), 则 dimy F’ = 1 +1n2/ln3. 
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图 7.3 “ 康 托 尔 靶 "一 一 由 三 分 康 托 尔 集 绕 它 的 一 个 端点 旋转 所 得 到 的 集 


计算 设 f 是 由 f(x,y) = (zcosy,zsiny) 给 出 的 了 > R? 的 映射 . 易 见 f 
EREA KRI, H F = f (F x (0, 2a]), 所 以 由 推论 2.4(a) 和 例 7.6 
dimy F” = dimy f (F x |0,27|) < dimy (F x (0, 2x]) 
= dimy F + dimy [0, 2x] = (In2/1n3) + 1. 
ATi, 如 果 限 制 f 在 [2/3, 1] x [0,0] E, W f 是 在 这 个 定义 域 上 的 双 利 普 希 获 
映射 . 因为 Fr 2 了 ((F 门 [2/3,1]) x fo 本) 根据 2.4(b) 和 例 7.6 得 
dimy F” > dimy f ((F'()[2/3, 1]) x [0, xl) 
= dimy ((F f} [2/3, 1]) x [0, x]) 
= dimy (F \ (2/3, 1]) + dimg (0, 7] 
= (In2/1In3)+1 
对 这 个 证 明 做 很 小 的 改动 就 可 以 得 出 , F 是 s 集 , 这 里 s = (In 2/1n3) +1. 
下 面 的 例子 表明 , 在 一 般 情况 下 , 紧 斯 多 夫 维 数 的 乘积 公式 (7.6) 不 可 能 成 为 等 
式 . 
例 7.8 AAR E,F CR, 4% dimy E = dimy F =0, h dimy (Ex F) > 1 
计算 WO0=m<m <- 是 一 个 增加 得 非常 快 的 整数 序列 , 并 且 满 足下 面 
的 条 件 . Ey [0, 1 中 满足 下 列 条 件 的 数 : 对 偶数 &, 这 些 数 的 第 7 位 小 数 为 零 , 这 


H mk +l <r <s mey ; 对 应 地 , F 为 [0,1] 中 满足 下 列 条 件 的 数 : 对 奇数 ,这些 数 
的 第 7 位 小 数 为 零 , 这 里 mk 十 1 <r S mer. 
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对 偶数 六 观测 前 meyi 位 小 数 , 显然 存在 107 MEA 107 +) 的 区 间 覆 盖 EE, 
其 中 jk = (m2 — mi) + (ma — ms) + +++ + (Mk — mp1). 如 果 mx 选择 为 增加 得 非 
常 快 的 数列 , ABZ In 107* / — In 10—™*+2 = 大/k+l 当天 一 oo 时, PBS, 
由 命题 4.1, 可 得 dimy E < dimp E = 0. 类 似 地 也 有 dimy F = 0. 

MR 0 < w < 1 可 以 记 w=z+2 Hee E,y € F, N k EFI 
Amt+l<r< my, v 的 第 7 位 小 数 正好 取 自 于 E p; mA k 是 偶数 , H 
mg 十 1 二 7 Sme, Ww 的 第 > 位 小 数 正 好 取 目 于 FF. 易 见 ,由 f(x,y)=2x+y 
定义 的 映射 f: R 一 R 是 利 普 希 次 的 , 所 以 由 推论 2.4(a) 


dimy (E x F) > dimy f (E x F) > dimg (0,1) = 1. 口 


乘积 公式 的 一 个 很 有 用 的 推广 就 是 把 一 个 集合 的 维 数 与 它 的 平行 截 口 的 维 数 
联系 起 来 , 下 面 在 cy 平面 上 讨论 这 个 问题 : KL. 为 平行 于 y 轴 且 过 点 (x,0) HA 
线 . 

命题 7.9 AFAR 的 博 雷 尔 子 集 ,如果 1<s<2, 则 


J ~ H-1 (FNLa) dz < H° (F). (7.10) 


证 明 给 定 e>0, 设 {0i} AH 6 BE AWE 
> Us|" < HE (F) +e. 
每 个 U; 都 包含 在 边 长 为 |U: 且 各 边 分 别 平 行 于 坐标 轴 的 正方 形 9; F. 


B X A S 的 示 性 函数 ( 即 若 (x,y) € Si, Xi (x,y) = 15 Ë (2, y) £ Si, & (2, y) = 
0). 对 每 个 r, 集 类 {SN Lr} AMT POL. 的 一 个 6 覆盖 , 故 有 


He (FN Le) < ISiNLal = DP Sie 
= Solu? | X ww) ey 
因此 
J H ENE) as < S 10:1? f f a (ey) dedy 
一 >》 |U; < Hs (F) +e 
因为 s > 0 是 任意 的 , 故 | HEI (FF 站 Lo) dz < HE (F). 令 ô— 0 即 得 式 (7.10). O 


推论 7.10 KH FRR? 中 的 博 雷 尔 耶 集 , 则 对 几乎 所 有 的 x( 在 1 维 勒 贝 格 测 
度 的 意义 下 ), dimy (FN Lz) < max {0, dimy F — 1} 
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证 明 取 s> dimy F, M H: (F) = 0. As > 1, HASH (7.10) 得 出 Hs! 
(F (Lz) = 0, 因此 对 几乎 所 有 的 x, dimy (F 门 Lz) <s-—1 口 

下 面 不 加 证 明 地 叙述 一 个 有 用 的 、 进 一 步 的 推广 . 

命题 7.11 REF RR? 的 任意 子 集 , 马 为 工 轴 的 任意 子 集 , 假设 存在 一 个 常 
数 c 使 得 对 任意 ce E, H (FNL) c, 则 


Hs+t (F) > beHs (E), (7.11) 


HP b20, 且 b 仅 依赖 于 s 和 t. 

这 个 结果 可 以 表示 成 维 数 的 形式 . 

推论 7.12 R FAR WEETR EAs 轴 的 子 集 如 果 对 任意 ZE EL, 
dimy (F Lz) >t, W] dimy F > t + dimy E. 

这 些 结论 的 类 似 的 高 维 结果 也 是 正确 的 . 

下 面 天 于 命题 7.9 的 实例 是 一 个 自 仿 射 集 的 例子 , 这 类 集 的 详细 讨论 将 在 9.4 
了 进行. 

例 7.13 BAHR 设 下 为 图 7.4 所 示 的 由 迭代 构造 得 到 的 集 ， (在 第 步 ， 
Ek 的 每 一 个 矩形 被 Bl 中 的 算 形 仿 射 相似 形 所 取代 .于 是 在 “Wy” 方向 的 收缩 率 比 
在 “ZT” 方 向 要 大 , Bkook, Ey PHHUES AMARA F LF.) MA dimy F = 


= 
ses 
=== 


E, 


图 7.4 日 仿 射 集 的 构造 , dimy F = 1.5 


计算 ”Ei 包含 6* 个 大 小 为 3-* x 4-* 的 矩形 , 通过 对 每 个 矩形 用 一 系列 的 垂 
直 直 线 进行 分 割 , 这 些 矩 形 的 每 一 个 都 可 以 被 最 多 (4/3)* 十 1 个 边 长 为 4-* 的 正方 
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Ae i om; 所 以 Ek 可 以 被 6* x 2 x 4* x3-* = 2x 8 MERA 4-*/2 的 正方 形 覆 盖 ， 
根据 常用 的 方法 , 得 出 dimy F < dimpF < 1.5. 

及 一 方面 , 除了 x = 73-* 的 情形 外 (7 和 都 为 整数 ), Ex) Le 都 是 由 2* 个 
长 为 4 的 区 间 组 成 , 用 一 般 的 质量 分 布 方法 可 以 证 明 , 对 每 一 个 这 样 的 x 都 满足 
HY? (Ex Lz) > 1/2. 根据 命题 7.9, H3/2 (F) > 1/2, 因此 ， 


dimy F = dimg F = 1.5. L 


T.2 EHER AA 


乘积 公式 的 最 早 形式 是 由 Besicovitch and Moran(1945) 提出 的 . 用 网 测度 证 明 


的 一 个 非常 一 般 的 结论 由 Marstrand(1954b) 给 出 . 关于 乘积 集 的 填充 维 数 , 可 参见 
Tricot(1982) 和 Howroyd(1996). 


练 习 


7.1 WH: 对 任意 集 Fc [0,1], dimu(F x [0,1]) =1+dimyF. 

7.2 设 肥 表示 在 迭代 中 , 每 次 按 比例 入 去 掉 区 间 中 间 线 段 而 得 的 康 托 尔 集 ， 问 对 
0 < 和,4 < 1, 集 所 x F, PRERANE REKEL? 

7.3 BF tz (0,00) 上 的 任意 子 集 , F ER? 上 由 极 坐 标 给 出 的 “HE, F= {lr 0): re F, 
0 < 9 < 2n}. 证 明 : dimy F’ = 1 + dimy F . 

7.4 WH: 存在 及 的 之 斯 多 夫 维 数 为 2 的 子 集 F, 在 两 坐标 轴 上 的 投影 的 长 度 为 0. 
(提示 : 参见 练习 4.9) 进而 证 明 任何 包含 在 F 中 的 1 集 都 是 不 规则 的 ; 任何 可 求 长 的 曲线 与 
F 的 交 都 是 长 度 为 零 的 集 . 

7.5 ”推导 乘积 公式 7.5. 

7.6 RPS { (cy) ER? :s+yEF Hoye 下 | 的 之 斯 多 夫 维 数 与 愈 维 数 , 这 
E F 是 三 分 康 托 尔 集 . 

7.7 KF CR 具有 相等 的 罕 斯 多 夫 维 数 与 上 盒 维 数 ， 并 设 D 是 集合 {x -y : 2, 
y E€ F}, lA FBZ, 证 明 : dimy D < min {1, 2dimg F}. (提示 : 考虑 集合 Fx F.) 

7.8 ” 求 平面 集 { (2, y): y- r e FMS REKER, 这 里 FP = 4) RAL. 

7.9 WL. 与 命题 7.9 中 的 Ls 意义 相同 , F 为 R? WTR HO<s <1, 4 2, = 
{x € R : dimy (F N Lz) > s}, WHH: dimy F > supoc sci {s+ dimu Es}. 

7.10 ”将 单位 正方 形 Eo 分 成 三 列 、 五 行 得 到 15 个 边 长 为 1/3 和 1/5 HH, 设 E 
是 在 每 一 列 中 任 取 四 个 矩形 得 到 的 集合 ; F 是 由 El 的 仿 射 相似 形 反复 地 代替 每 一 个 矩形 
而 得 到 的 日 仿 射 集 (比较 例 7.13), 采用 例 7.13 的 方法 证 明 : 

dimy F = 14+ n4/In5. 

7.11 ”假设 改变 练习 7.10 PRAIA, 使 在 第 一 和 第 三 列 中 分 别 任 取 4 MEE, Ti 

不 在 第 二 列 中 取 . WER: dimy F = 1n2/1n3 +1n4/In5. 
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两 个 分 形 的 交集 通常 还 是 分 形 ; 很 自然 人 们 试图 把 这 个 交集 的 维 数 与 原来 集 
合 的 维 数 联 系 起 来 .在 通常 情况 下 , 立即 可 以 看 出 ， 一 般 不 能 得 出 任何 绪论 ， 因 
为 若 F 为 一 有 界 集 , 存在 一 个 与 F 形状 完全 相同 的 集 Fi, 使 得 dimu(F AQF) = 
dimy F(R, = F); 也 存在 下 的 另 一 个 形状 完全 相同 的 集 F, 使 得 dimy(F NF) = 
O(N F 5 F, 互 不 相交 ). 然而 , 如 果 考 虑 下 和 另 一 个 与 它 处 于 “典型 ”相关 位 置 的 
形状 相同 的 集 所 得 到 的 交集 , 则 可 以 论述 的 东西 就 相当 多 . 

为 了 说 明 这 一 点 , RFA PF, 都 是 平面 上 的 单位 直线 段 . WA 是 与 形状 相 
同 的 集 , IA FAR 可 能 是 一 直线 段 , 但 这 只 是 在 F 和 PF, 共 线 的 情形 才 成 立 ; 如 
OF MF, 以 一 个 角度 相交 , BBA POA 是 一 个 单 点 ; 此 时 如 果 用 一 个 邻近 F 的 
全 等 拷贝 取代 A, RAP 仍然 是 一 个 单 点 . MA, “CORO POF 最 多 为 一 
个 单 点 的 情形 是 “经 和 常 ” 发 生 的 . 

现在 可 以 非常 细致 地 讨论 这 个 问题 , 回忆 一 下 平面 上 的 一 个 刚体 运动 , 即 直 接 
全 等 映射 o, 它 不 带 反 射 地 将 任意 集 EE 变换 成 与 它 形状 完全 相同 的 集 o (LE). 刚体 
运动 可 以 被 三 个 坐标 (2, y, 0) 参数 化 , 其 中 原点 变换 到 (2, y), 9 为 一 旋转 角 . 这 样 的 
参数 化 给 出 了 刚体 运动 空间 的 一 个 自然 测度 , 即 刚体 运动 的 一 个 集 4 的 测度 由 在 
A 中 的 运动 参数 (2, y, 0) 的 3 维 勒 贝 格 测度 给 出 . 例如 , 把 矩形 [1,2] x [0,3] 的 点 映 
射 到 原点 的 所 有 刚体 运动 的 测度 为 1 x 3 x 27. 

在 下 是 一 直线 段 这 个 例子 中 , IE F No (F) 为 一 直线 段 的 变换 o 的 集 的 测度 为 等; 
可 是 , 使 五 站 cc (F) 为 单 点 的 变换 的 集 是 有 正 测度 的 集合 , 事实 上 这 个 集合 的 测度 为 4. 

类 似 的 结果 在 高 维 情形 下 也 成 立 ,“ 典 型 的 ”的 情况 发 生 在 Re: 两 个 曲面 相交 
成 一 条 曲线 , 曲线 与 曲面 相交 于 一 点 , 两 条 曲线 是 不 相交 的 . 在 R” 中, 如 果 光 清流 形 
EB 和 下 真 的 相交 ,那么 “一般 来 说 ”它们 的 交 是 维 数 等 于 max {0, dim E + dim F — n} 
的 子 流 形 . 更 精确 地 说 , 如 果 dim E+dim F -n > 0, 那么 对 具有 正 测 度 的 刚体 运动 
o 组 成 的 集 , 就 有 dim (BZ 门 oc (F)) = dim E + dim F — n; 对 几乎 所 有 的 其 他 o, WA 
dim (E No (F)) = 0.( 当 然 , o 的 集 要 用 决定 R” 中 刚体 运动 所 需要 的 n(n 二 1) /2 个 
参数 来 度量 .) 


8.1 ”分形 的 交集 公式 
如 果 BOA F 都 是 分 形 , 并 且 在 讨论 中 用 的 是 豪 斯 多 夫 维 数 , 是 不 是 还 能 得 到 
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这 些 类 似 的 公式 呢 ? 特别 当 o 取 逮 变换 群 G, 比如 像 平移 变换 群 , 全 等 变换 群 或 相 
似 变换 群 时 , 是 否 “ 一 般 ” 都 有 ( 见 图 8.1) 


dimy (五 fc (F')) < max {0, dimy E + dimy F — n} (8.1) 


MEH “Aka” A 
dimy (Efo (F)) > dimy E + dimy F — n (8.2) 


当然 , 这 里 的 “一 般 ” 指 的 是 “对 几乎 所 有 的 o”, 而 “经 常 ” 指 的 是 相对 于 G 中 变换 
的 目 然 测度 “具有 正 测度 的 o 的 集 ”. 通常 , 存在 整数 m, 使 G 能 以 简单 明了 的 方式 
被 m 个 坐标 参数 化 , 并 且 可 以 在 讨论 中 应 用 参数 空间 R 上 的 勒 贝 格 测度 . 

当 G 为 平移 变换 群 时 , 可 以 得 到 dimy (Zo (F)) HEA: 这 个 上 界 对 大 部 分 
的 全 等 变换 群 和 相似 变换 群 自然 成 立 ， 在 问题 只 发 生 在 平面 且 有 一 个 集 是 直线 的 
特殊 情况 下 , 已 经 证 明 式 (8.1), 此 式 本 质 上 是 推论 7.10, 更 一 般 的 结论 很 容易 由 这 
个 特殊 情形 推出 . 回顾 一 下 , Fas {ety yE F) RRR 下 平移 一 个 问 量 xz 所 
得 到 的 集 . 


cx f Epli a 


At p” 
A 4 


8.1 WER E SHR F 的 各 种 各 样 全 等 变换 下 的 像 oc (F) 的 交 , 我 们 感 兴趣 的 
是 对 “典型 的 "c, Ef) o (F) 的 维 数 


定理 8.1 SCE FRR" 中 的 博 雷 尔 子 集 , 则 对 几乎 所 有 的 ZER" 
dimy (EN (F + z)) < max {0, dimy (E x F)—n}. (8.3) 


WAR ”这 里 只 证 明 n = 1 的 情形 , 对 n > 1 时 的 情形 , 利用 与 推论 7.10 相似 
的 高 维 公式 可 以 类 似 证 明 . 设 Le 是 zy 平面 上 满足 方程 x = y +c 的 直线 , 假设 
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dimy (E x F) > 1, 从 推论 7.10( 将 直线 旋转 45°, 稍微 改变 记号 ) 得 出 , 对 几乎 所 有 
的 ce 也 


dimy ((E x 五 ) 门 5 < dimy (E x F) — 1. (8.4) 


但 是 当 且 仅 当 x Ee Ef\(F+c) 时 , 点 (zz 一 ce (EXF)\Le. Fit, 对 每 一 
个 c, (E x F)(\ Le. 到 zx 轴 的 射影 是 集 ENF +c); 特别 地 ，dima (ET) (F +c)) = 
dimy ((E x F) N Le), 所 以 由 式 (8.4) 即 得 结论 . 口 

定理 8.1 ÆA (8.1) 的 部 分 情形 , 但 是 一 些 例子 表明 即使 是 平移 群 被 所 有 刚体 
AJAR, 这 也 是 所 希望 取得 的 最 好 结果 . 遗憾 的 是 不 等 式 (7.6) 的 方 癌 与 从 式 
(8.3) 导出 的 式 (8.1) 所 需要 的 相反 . 然而 在 很 多 例子 中 , 也 确实 有 dimy (E x F) = 
dimy E + dima F; 例如 , 如 果 dimy F = dims F, 在 这 样 的 条 件 下 , MRA o(F) FR 
BFE 十 x 就 能 得 到 式 (8.1)( 见 推论 7.4). 

式 (8.2) 中 对 dimy (E No (F)) 的 下 界 倍 计 是 相当 难得 到 的 , 已 知 的 主要 结论 
都 包含 在 下 面 的 定理 中 . | 

定理 8.2 HE FCR 是 博 雷 尔 集 , G 是 R" 中 的 变换 群 , 如 果 下 列 条 件 之 
一 成 > 
a) G 是 相似 群 , E fe FALSE. 
b) G 是 刚体 运动 群 , E 是 任意 集 , FF 为 可 求 长 曲线 、 曲 面 或 流 形 . 

(c) G 有 是 刚体 运动 群 , 忆 & F ASK, 且 dimy E > (n+1)/2 和 dimy F > 
(nn 十 1) /2 至 少 有 一 个 成 立 . 

则 存在 具有 正 测 度 的 G 的 子 集 , 使 对 这 个 子 集中 的 变换 


ki 


P 


dimy (Efo (F)) > dimy E + dimy F — n. (8.5) 


* 证 明 梗概 ”证 明 用 到 了 43 节 的 位 势 理论 . 在 很 多 情形 下 , 论证 过 程 很 像 投 影 
定理 6.1 的 证 明 过 程 , 但 是 各 种 各 样 的 技巧 上 的 困难 使 得 证 明 变 得 更 复杂 
简洁 地 , 如 果 s < dimy F H t < dimy F, MAREE LHe u WF EW 
质量 分 布 v, 且 它 们 的 能 L (1) 和 天 (v) 分 别 都 是 有 限 的 . 如 果 ， 关于 n ER N 
度 是 绝对 连续 的 , 也 就 是 说 , 如 果 存 在 一 个 函数 S, 使 得 对 每 一 个 集 4 都 有 v (4) = 
J f(x) dz, 那么 很 自然 地 可 以 在 Eo (F) 上 通过 no (A) = | f (cm du) 
定义 一 个 质量 分 布 n。. 如 果 能 够 证 明 对 几乎 所 有 的 o, Ispt-n (Mo) < oo 成 立 , 则 车 
No (R”) > 0, 定理 4.13(a) RRA dimy (Efo (F) 2 s+t-n. 遗憾 的 是 , 4 F Æ 
分 形 时 , v 的 支撑 在 一 个 具有 nn 维 零 体积 的 集 上 , 所 以 不 是 绝对 连续 的 . 为 克服 这 个 
困难 , 可 以 用 支撑 在 F LR 5 平行 体 上 绝对 连续 的 质量 分 布 v; UE v . 那么 , 如 
R vo(A) = | 广 Gzjdz nos(A) = | fa (07 GD)du(Go), 可 以 估计 rt-n(nes), 且 
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在 令 5 一 0 时 取 极限 . 简化 积分 J Instn (mos)do 可 得 ， 


oso) = | f vs Wvs (u+ o (w) dude, 


其 中 关于 o 的 积分 是 在 F 的 一 个 保持 原点 固定 的 变换 子 群 Go 上 进行 的 . 如 果 对 
任意 的 ww 和 6, 


ys (w) < c wt” (8.6) 


这 里 c 为 常数 , 就 可 以 证 明 f Tstt—n (No,6) do < c < œ, 其 中 c 5 6 无 关 . 令 6 一 0， 
Æ Ef\o(F) E, 测度 nos “He ZUM BE no, 这 里 Is+t-n (Wo)do < c. 于 是 对 几 
乎 所 有 的 g, 就 有 tm (Ne) < OM, 所 以 根据 定理 4.13(a), 在 一 个 正 测度 集 上 只 要 
No (E No (F)) > 0, 就 有 


dimy (五 门 c(E)) >s+t—n. 


在 所 列 的 条 件 (a), (b) 和 (c) 情形 下 , 如 果 I (v) < 00, 就 可 以 证 明 式 (8.6) 成 
VW. 对 (a) 和 (b) 的 情形 相对 较 容 易 证 明 . 而 在 情形 (c) 下 是 较 难 处 理 的 , 需要 用 到 
傅 里 时 变换 理论 . 口 

情形 (c) F, 条 件 dimy E > (n+1) /2 或 dimn F > (n + 1) /2 是 应 用 傅 里 叶 变 
换 的 一 个 奇怪 的 结果 ; 24 n > 2 H n/2< dimy E, dimy F S (n+ 1) /2, 还 不 清楚 
对 全 等 变换 群 定理 是 否 仍然 成 芯 . 

例 8.3 设 玉 CR 为 三 分 康 托 尔 集 , 对 入 ,TER, 记 AF+7= {Ny+x:y€F}, 
则 对 几乎 所 有 的 x ER, dimy FACE +2) < 2(In2/in3) —1, 而 对 (z,A) € R? HA 
有 平面 正 勒 贝 格 测度 的 集合 , dimy(FN (AF +2)) = 2 (In2/In3) — 1. 

计算 “在 例 7.6 中 已 经 证 明了 dimy (E x F) = 2(In2/1n3), 所 以 , 所 指出 的 维 
数 可 以 从 定理 8.1 和 8.2(a) 得 出 . 口 

交集 的 盒 维 数 和 填充 维 数 可 以 有 非常 不 规则 的 状况 , 相应 的 交集 的 维 数 经 常 是 
“出 平 意 料 地 小 ”, 参见 练习 8.7 


“8.2 大 Z R 


已 经 看 到 式 (8.1) 不 必 总 是 成 立 的 , 在 这 一 节 中 验证 一 类 集 , 对 这 类 集 式 (8.1) 
显然 不 成 立 . 我 们 构造 了 R 的 一 个 较 大 的 子 集 类 Co, 使 得 Cs 中 的 集合 的 豪 斯 多 
夫 维 数 至 少 为 s, 并 且 Cs。 中 的 任何 可 数 个 集合 的 交 的 豪 斯 多 夫 维 数 也 至 少 为 s. 这 
类 集 很 自然 地 出 现在 数论 中 ( 见 10.3 节 ) 
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RK Cs 是 根据 之 斯 多 夫 测 度 定 义 中 用 到 的 和 式 (2.1) 定义 的 . 对 R 的 任何 子 
R F, 定义 


= inf 5 Ui? : Covsrwsteeraci | . 
i=l = 


即 在 HS, (F) 的 定义 中 , 所 用 的 覆盖 对 直径 没有 任何 限制 , 这 就 保证 了 如 果 了 是 有 界 
区 间 , 则 HS (1) 一 定 是 有 限 的 , 这 与 考虑 H 的 情形 是 不 一 样 的 . 易 见 HE, (PiU Fe) < 
Hs (Fi) + Hg, (F2), SM Fi C Fa, WW HS, (Fi) < Hg, (F2). 

回顾 一 下 ， im Oo Er = A U Bx 是 由 属于 无 穷 多 个 Er 的 点 构成 的 集合 , RAL 


限 集 (lim sup sets). 设 0<s< 1 H [a,b] C R 为 某 个 闭 子 区 间 , 称 [a,b] 的 子 集 F 
是 集 类 Cs [a,b] 的 元 , WR 
FD Jim Er, (8.7) 
这 里 {Er} 是 [a,b] 的 子 集 列 , 且 满 足 
(i) 每 一 个 下 是 不 交 团 区 间 的 有 限 并 :; 
(ii) 对 任意 有 界 团 区 间 J, 


lim Hg, (INE) = II° . (8.8) 


(当然 , HE (IN Er) < I? 总 是 成 立 的 , ) 下 面 定义 C* (—00,+00), 如 果 对 每 一 个 有 
界 区 间 [a,b], FAI € Cs [a,b], 则 称 F 在 C° (~00, +00) 中 . 下 面 的 结论 很 容易 从 
Cs ja, b] HEJ- ZJ Cs (一 00, +00) E. 

作为 上 面 提 到 的 集 的 例子 , 可 取 Er = {z : |z 一 p/k| < 上 3 对 某 些 整数 忆 成 立 上 
所 以 下 = Em Ey 由 那些 对 无 穷 多 个 正 整数 上 MRN P, MERER |e 一 p/k| < k- 
的 数 zx 组 成 . 正如 将 见 到 的 , F € C1/3 (一 oo, +00). 

在 C° [a,b] 中 的 任意 集 都 在 [a, 引 中 稠 ; 如 果 F 在 C [a,b] H, 且 了 是 一 个 闭 
区 间 , 那么 根据 式 (8.8), 如 果 ki 充分 大 , IN Ee, 包含 一 个 财 区 间 五 .类似 地 , 对 
kz > ki, I 站 Ek 包含 一 个 闭 区 间 五 .这 个 过 程 一 直 进 行 下 去 , 可 得 到 一 个 闭 区 间 
序列 > 五 2 五 … 并 且 对 每 一 个 7,1+ C Er 所 以 非 空 集 N 包含 在 无 穷 多 个 


E; 中 , 所 以 也 包含 在 五 们 了 中 . 

根据 命题 3.4, C* [a,b] 中 的 任何 集 的 盒 维 数 都 为 1. 现在 证 明 这 些 集 的 紧 斯 多 
夫 维 数 至 少 为 si MH, 因为 C* [a,b] 中 的 任何 可 数 子 集 类 的 交 仍 然 在 C* [a,b] P, 
所 以 这 样 的 交集 的 维 数 至 少 也 是 s ; 同时 , 对 很 大 一 类 函数 f, WIR F TE C [a,b] 
H, 则 f (F) 也 在 Cs [f (a), f (0) 中 . 本 节 的 证 明 需 要 一 些 技 巧 , 读者 在 第 一 次 阅读 
时 可 以 略 去 . 下 面 给 出 的 引 理 把 式 (8.8) 推广 到 闭 区 间 的 并 上 , 它 是 证 明 中 必须 用 
到 的 , 而 且 是 证 明 的 关键 . 
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引 理 8.4 i {Bk} 是 RR 的 子 集 序列 , 且 对 每 一 个 有 界 闭 区 间 了 
jim Ho UN Ex) = I". (8.9) 
那么 , 如 果 4 是 由 闭 区 间 的 有 限 并 得 到 的 有 界 集 ， 则 
jim Hoo (Af Ek) = Heo (4). (8.10) 


WH RAB m 个 互 不 相交 的 , 且 之 间 间 陋 最 小 为 4 > 0 的 区 间 , 给 定 

e > 0, 利用 式 (8.9), 可 以 选择 ke, ERM k > ke 时 , 只 要 |I| ed MIC ARLI 
有 

Hs (I()Ex) > (1—e)|II*. (8.11) 

(因为 在 明显 的 意义 下 HS, (I) Ex) 关于 工 是 连续 的 , 可 以 找到 ke, 使 得 对 所 有 这 

eT, A (8.11) 同时 成 立 .) 为 了 估计 He, (Af) Ex), i {Ui} 是 ANE WH, 因为 

AQ) Ex 是 紧 的 (W 2.4 市 ). 可 以 假设 这 个 覆盖 是 有 限 的 , 并 且 可 以 假设 U: 都 是 奖品 

在 4 中 的 闭 区 间 , 这 样 , 除了 可 能 在 端点 外 , 这 些 区 间 还 是 不 交 的 . 根据 |U: > d 或 

\U;| <d 可 以 把 U; 分 成 两 组 ， 集 A\ Uiv:iza U; 包含 互 不 相交 的 区 间 Vi, ~ +, Vr, 这 


Br<m, H 
Ac | U n) U (Ur, . (8.12) 
[Ca 之 qq j 


显然 , 任意 满足 |U: < d 的 Ui 包含 在 4 的 一 个 区 间 中 , 所 以 也 包含 在 某 个 V P. 
对 任意 j, 包含 在 V 中 的 集 Ui 覆盖 VN Ex, 所 以 根据 式 (8.11), 如 果 [V| > ed, W 


,Ul FHS (ViNEx) > (1 —e) lvl. 
{iUCVi} 


因此 


DU > do w+ DO DD Uz DO + SO Ge) (Vil. (8.13) 


i |Uilzd (Vilzed Uc IUil>a IVi|>ed 
从 式 (8.12) 得 到 
H(A) < > + 2 v+ dO MP < 2 U $) Vl +(ed)? m. 


IUil>d \Vilzed \Vi|<ed UREZ Vil>ed 
结合 式 (8.13), 得 到 : 对 ANE. 的 任意 覆盖 {Ui}, 有 


Hs (4) 入 (1 一 se 一 > [ER + (ed)* m. 


zt 
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TE, MR k > ke, M 
Hs, (A) < (1—e) Hs, (AN Ex) + (ed)? m, 


因此 , 式 (8.10) 得 证 . 口 

反复 应 用 这 个 引 理 可 以 得 到 需要 的 维 数 估计 . 

命题 8.5 wR FCC [a,b], 那么 Hs (F) > 0, 特别 有 dimy F 2 s. 

证 明 ”为 了 简化 记号 , 假定 [a,b] = [0,1], Wm Bs C F c UU BHU; 为 开 
SA. ÆA (8.8) PHL = [0,1], 就 可 以 找到 数 ki, $E HS, (Ek,) > 1/2. AW Ex, BAK 
闻 的 有 限 并 , 引 理 8.4 TRETEN ko > kı 使 得 HS, (Er, N Er) > 1/2. 这 个 过 程 
继续 下 去 ， 可 以 得 到 序 列 ki < kz <…:, 使 得 对 所 有 7, Hio (Er, N Er N: N Ex.) > 
1/2, 因此 有 A Ex, CFC UUs. AA Er, 门 Ee: Ee, 是 紧 的 (也 就 是 闭 的 和 
ARW) 不 增 序列 FF A UU 是 开 的 , 存在 一 个 整数 7, 使 得 Ek N Er 门 …: 1) Ex, C 
UU. 由 此 知 对 五 的 任何 开 覆 盖 ， il’ > He, (Er, Ek: QEk,.) > 1/2, 所 
以 Ts (F) > 1/2. 口 

命题 8.6 设 对 j =1,2,---,F; c C° [a, bj, WI) Q F; € C° [a,b]. 

j=1 

证 明 对 任意 j, 和 存在 集 序列 {E rh {E k} 中 的 每 一 个 集 都 是 闭 区 间 的 有 限 
FF, 使 得 F; D Jim Ey, k XE, 对 每 个 区 间 I, Jim Hs, (IAE; = He (D. 由 引 理 
8.4, 对 任何 闭 区 间 的 有 限 并 4 有 


lim HS, (ANE), x) = H3, (A). (8.14) 


存在 可 数 个 区 间 lc, d] C la, b], 这 里 C 和 d 都 为 有 理 数 ， 设 L, 12,: ~ 为 这 可 数 个 区 
jay. 

对 每 一 个 7, 如 下 定义 集 Gr, 利用 式 (8.14) 可 以 选择 足够 大 的 k > r, 使 得 对 
m = 1,2, r 

Ho Iml E1, k) > He Um) — 1/r 
同时 成 立 ， 再 利用 式 (8.14), 取 4 = Inf) Errn, 可 以 找到 ko > r, 使 得 对 所 有 
m=1,---r 
Ho Um \Er, k 12,42) > He, Um) — 1/r. 


He (mr N Ess, > Ho Um) — 1/r. (8.15) 


j=l 
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对 每 一 个 r, 设 G+ 是 闭 区 间 的 有 限 交 
Gr = f) Ejk. (8.16) 
7 二 1 


i I c [a,b] 是 任意 闭 区 则 , 给 定 s > 0, 存在 一 个 区 间 Im C 了 使 得 HE, Um) > 
Hs_(1) 一 e/2. MF rem Hr>2/e, AX (8.16) Hi Hs, CNG) 2H (In 门 G7) > 
Hs. Um) — 1/r > Hg (I) — e, 所 以 


lim He, (ING) = HS (1). 


ij 为 任意 正 整 数 , 如 果 7 >j BeeG,, WAX (8.16) 得 出 ze Ejk. 于 是 , MR 
rE jim Gr, 那么 对 无 穷 多 个 kj 都 有 ce Ejk 所 以 x € Jim Ej, c Fj. 因此 对 每 
—- j, Tm G, CF, , WA) F; € C [a,b]. D 
Poe i=1 
推论 8.7 st 7 =1,2,---, Fj EC [a,b], R] dimy fì F; > s 
j=l 

证 明 由 命题 8.5 和 8.6 直接 得 出 结论 . 

显然 , WR F TE C* (—co, co) 中 , 那么 平移 集 F+e 也 在 C'S (—00, 00) P. 因此 ， 
给 定 Cs (一 00, 00) 中 的 集 F 和 数列 x1, 20,---, 则 人 (E + zi) 是 C* (一 00,00) 中 的 
元 , 且 这 个 交 的 维 数 至 少 为 s, 同样 的 思想 可 以 应 用 到 的 比较 一 般 的 变换 上 . 

命题 88 设 厂 :[ao) 引 一 及 是 一 个 具有 连续 导数 的 映射 , 而 且 存 在 第 数 c > 0， 
使 得 |F (x)| > c 如 果 FEC [a,b], 那么 f(F) EC [f (a), f(b). 

证 明 这 个 命题 可 以 用 证 明 引 理 8.4 的 类 似 方 法 得 到 , 这 里 略 去 证 明 的 细节 
(相当 元 长 的 ). 口 

在 这 个 典型 的 集 类 Cs h, E 是 由 区 闻 构 成 的 并 且 这 些 区 间 的 长 度 和 区 间 之 
间 的 距离 当 上 一 ce 时 趋 于 0. 

例 8.9 ”国定 a>2, 设 Ek = 人 2:|z 一 p/k|<k-* 对 某 个 整数 成立 } , 即 Er 
是 一 些 长 为 A? 且 有 具有 相等 间隔 的 区 闻 的 并 . 则 对 任意 的 5s < 1/a 


F = jim Ex E C| (—oo, +00) ` 
证 明 取 0<s<1/a 和 一 个 有 界 闭 区 间 I, 必须 证 明 
Tm Hi (NB) = I: (8.17) 


KEES m 个 Ex 中 的 长 为 2k-° 的 完整 区 间 , 这 里 m 2k|1 一 2. i u EINE 
上 的 质量 分 布 , 它 是 把 各 为 1/m 的 质量 均匀 分 布 在 包含 于 了 中 的 每 一 个 Ex 的 完 
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整 区 间 上 而 得 到 的 . 为 了 估计 Ho (NEk), RU RINE 的 覆盖 中 的 一 个 集 , 可 
以 假定 U 是 一 个 财 区 间 且 U RE NNE 中 的 点 - 那么 U 最 多 与 I 人 Ex 中 的 
k|U| +2 PREH. WMF 1/2k < |U] < |Z], WY 
u (U) < (k|U| + 2) /m < (k |U] + 2) / (k |T| — 2) 
= (|U| + 2k7+) / (| — 2k-!) 
= |U]? (UI? + 2k71 UY-*) / (1 — 24-7?) 
< JU]? (UP? + 2844-1) / (|| ~ 287) 
tat (ce |5} 4 23+1ks—1 Ie") | 
i (1 — 2k71 |7\-*) 
3 3 十 1 .3 一 二 s—1 
< UI | (1+2 k°—+ |I| ) 
HY (1 = 2k-4 |) 
另 一 方面 , 如 果 & 充分 大 且 |U| < 1/2k, AA U 的 端点 在 B E, WAU 恰好 只 能 


与 Ex 中 的 一 个 区 间 相 交 , 所 以 |U] < 2k-°. 质量 1/m 均匀 分 布 在 长 为 28 "的 这 
个 区 间 上 , 所 以 


(8.18) 


u (U) < |U] /(2k-*m) = UF UP /(2k-em) 和 | (2k-%)"* /(2k-% (k |I| — 2)) 
< JUJ? 2-8k8e-1/ (|I| — 2k-1). 
(8.19) 
KE Me >0 是 给 定 的 , 那么 如 果 上 足够 大 , 利用 式 (8.18) MA (8.19), 则 对 所 有 
覆盖 区 间 U 
u (U) < (1+e) (UP / MË. 


因此 如 果 IN Er cU; Ui, 那么 
1 = p (INEk) < > a (Ui) < (1 +€) I" Vil’ 


所 以 He, (IN Ex) > MG +), 由 此 , 式 (8.17) 得 证 . 口 

在 这 个 例子 中 , WR s< 1/a, 则 F 属于 C (—o0, +00), 所 以 根据 命题 (8.5), 
dimy F > 1/a. 此 外 , 很 清楚, 对 任意 实数 r, PER F +2 属于 C* (—o0, +00), 所 以 
根据 命题 8.6, 对 任何 可 数 集 {x1, re,---}, N (F +2;) 属于 Cs (—00, +00). 这 意味 


着 dimy A (F +z) 之 1/a. 更 一 般 地 , 对 由 命题 8.8 给 出 的 “适当 的 ”函数 f, f (F) 
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都 在 C* (一 00, +00) 中 , 这 就 得 出 一 大 类 Cs 中 的 集 , 它们 的 可 数 交 的 维 数 也 至 少 为 
l/a 

在 10.3 节 中 , 将 指出 如 何 改进 例 8.9, 使 对 任意 的 s < 2/a, 可 以 得 到 有 相应 维 
数 结论 的 Cs (一 00, 十 co) 中 的 集 F. 


8.3 ” 注 记 和 参考 文献 


把 集合 的 交集 作为 集合 之 间 运 动 关系 来 研究 , 这 是 众所周知 的 积分 几何 谋 题 的 
一 部 分 . 对 经 典 情形 的 完整 论述 是 由 Santal6(1976) 给 出 的 , 8.1 节 中 分 形 的 交集 公 
式 的 主要 参考 文献 是 kahane(1986) 和 Mattlia(1984,1985, 1995) . 

关于 交集 的 填充 维 数 的 奇异 性 质 , 可 以 参见 Falconer, Jarvenpaa and Mattila(19 
99) 和 Csérnyei(2001). 

有 一 些 关 于 带 有 大 交集 类 定义 的 论述 , 由 Baker and Schmidt(1970), Falcoer(198 
5b) 等 给 出 . Dodson, Rynne and Vickers(1990) 提出 了 一 类 重要 的 “无 处 不 在 ”(ubiqui- 
tous) 系统 ， 并 且 提 出 的 “无 处 不 在 定理 ”为 求 上 上 限 集 提供 了 一 个 强 有 力 的 技巧 . 
Rynne(1942) 比较 了 大 交集 的 不 同 定 义 ，Falconer(1994) 给 出 了 关于 大 交集 的 一 般 
理论 , 同时 也 考虑 了 填充 维 数 . 


练 习 
8.1 REA FER 上 的 可 求 长 曲线 ,o 是 一 个 刚体 运动 , 证 明 经 典 积分 几何 的 


Poincaré 公式 
4 x length (E) length (F') = f ( 集 Eo (F) 所 包含 的 点 数 ) do 


这 里 的 积分 是 对 刚体 运动 集 上 的 自然 测度 积分 .( 提 示 : 先 对 EM F 是 直线 段 证 明 , 然后 对 
多 边 形 证 明 , 通过 通 近 得 出 一 般 结 论 .) 
8.2 WH: 如 果 曲 线 C 包围 平面 上 的 一 个 (R) OR 那么 C 的 长 度 由 


27 
; / length (projgC’) d0 
2 Je=0 


给 出 , 这 里 length (projgC) 是 projeC 的 长 度 .( 提 示 : 在 练习 8.1 中 把 E RA C, F 取 为 一 
个 长 直线 段 ). 

8.3 ”在 平面 上 , 设 已 是 两 个 三 分 康 托 尔 集 的 乘积 , F 是 (i) 一 个 圆 ; ( 廊 vonKoch 曲线 ; 
(GDE 的 全 等 拷贝 . 在 每 一 种 情形 下 , 对 全 等 变换 o, ENo(F) 的 之 斯 多 夫 维 数 各 是 多 少 ? 

8.4 ”证 明定 理 8.1 的 结论 可 以 推广 为 如 果 dimu (E x F) < n, 则 对 几乎 所 有 的 z, 
ENQ(F +x) 是 空 的 . 

8.5 mE ER? 的 一 个 区 域 上 稠密 集 , F 为 一 单位 直线 段 , 证 明 : 如 果 用 盒 维 数 代 
eM SRA, 甚至 对 相似 群 , A (8.5) 都 不 成 立 . 
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8.6 KRil<s< 2, 在 单位 圆 盘 B 上 构 运 一 个 平面 s 集 F, 使 得 , 如 果 已 是 长 度 为 2 
的 直线 段 与 B 的 内 部 的 交 , AA ENF 是 一 个 (s 一 1) 集 . 
8.7 KEE MTRARS: 


E = {(0, 0)}U U {æ n=) :0< g< n7™?}. 


证 明 : dim, E > 4/3, 且 对 任意 不 通过 原点 的 直线 L, dimg(L A E) = 0( 提示 : 见 例 3-5). 
8.8 i Ey REFERA m-an: -- 其 中 a, = 0 或 2 的 三 进 制 实数 组 成 的 集合 , 证 

明 : 对 任意 0 < s <1, F=lime ok 都 属于 集 类 Cs( 一 00, oo0).( 注 意 下 是 由 在 三 进 制 展开 

AH, 有 无 穷 多 个 不 等 于 1 的 数码 的 数组 成 的 集合 .) 由 此 导出 dima F = 1, 以 及 对 任何 可 


OO 


数 序列 £1, T2,° * dimyH (A (F +2) ) = 1, 


4=1 


一 一 


SIR wHMA 一 一 目 相 似 集 与 自 仿 射 集 


9.1 ARAKA 


许多 分 形 是 由 一 些 与 整体 以 茶 种 方式 相似 的 部 分 组 成 的 , 比如 三 分 康 托 尔 集 是 
与 它 的 自身 相似 的 两 部 分 的 并 ; 而 von Koch 曲线 则 是 由 四 个 与 之 相似 的 部 分 组 成 
的 . 这 些 目 相似 性 不 仅 是 这 类 分 形 的 性 质 , 实际 上 可 以 用 来 作为 它们 的 定义 . 迭代 
函数 系 通过 一 致 的 方法 , 经 第 能 得 到 一 种 简单 的 定义 维 数 的 方法 . 

设 D 是 R” 的 闭 子 集 , 经 第 用 的 是 D = R”; Wt S: D 一 D RHED 
上 的 压缩 (contraction)， 如果 对 任意 x,y c D, 存在 满足 0 < c < 1 的 数 c 使 
1S(z) — S(y)| < cla—yl. WR, 任何 压缩 映射 都 是 连续 的 . 如 果 等 号 成 立即 如 
果 |5(z) —S(y)|=cla 一 yl, W S 把 集 变 成 几何 相似 集 , 此 时 , 称 映射 5 为 压缩 相似 
a9 (contracting similarity}. 

一 组 有 限 的 压缩 映射 族 {51,…, Sm}, 其 中 m > 2, 称 为 一 个 选 代 函数 系 或 IFS; 
称 DWAES RTA F AIFS 的 吸引 子 (或 不 变 集 ), MRA 


F= U Si(F). 


选 代 函 数 系 的 基本 性 质 就 是 它 决定 了 唯一 的 一 个 吸引 子 , 通常 也 就 是 分 形 . 一 
个 简单 的 例子 , 当 下 是 三 分 康 托 尔 集 的 情形 . 设 51, So 都 是 R 一 R 的 变换 , 分 别 是 
2 


1 1 


则 Sy (F) 和 S2 (F) 分 别 正好 是 已 的 左 、 右 各 “一 半 ”, 而 使 己 = Si (F) US (F); 
此 F 就 是 由 压缩 映射 {51, So} 组 成 的 IFS 的 吸引 子 , 这 两 个 映射 正 表现 出 了 康 托 
尔 集 的 基本 自 相似 性 
下 面 将 证 明 , IFS 有 唯一 的 ( 非 空 紧 的 , 即 闭 的 而 且 有 界 的 ) 吸引 子 这 个 基本 性 
质 . 这 意味 着 , 比如 三 分 康 托 尔 集 作为 上 面 给 出 的 映射 {51, 52} 的 吸引 子 是 完全 确定 
的 . 
这 里 , 在 D 的 子 集 之 间 定 义 一 个 度量 或 者 距离 d, 用 D 表示 D 的 全 部 非 空 紧 
子 集 组 成 的 集 类 , 称 所 有 与 4 距离 不 大 于 5 的 D 上 的 点 组 成 的 集 为 4 的 5 平行 
体 , 即 As = {z € D: |x — al <6 MFR ae 4 成 立 }. TED BERIT AM B 
之 间 定 义 距 离 (A, B) 使 之 成 为 距离 空间 , 这 里 d (A,B) 是 定义 为 使 4 的 5 平行 体 


114 第 9 章 和 迭代 函数 系 一 一 自 相 似 集 与 自 仿 射 集 


hs 包含 B, 同时 也 使 B 的 5 平行 体 Bs 也 包含 4 的 最 小 5, 即 : 

d (A, B) = inf {6 -ACB;HBc As} 
(OLPS 9.1). 简单 的 验证 表明 d 是 一 般 为 度量 或 距离 函数 , 即 它 满足 三 个 条 件 : 对 任意 
A, B,C € D, (i) d (A, B) >0, 4HM4 A= B 时 等 号 成 立 , (ii) d(A, B) = d(B, A), 


(iii) d (A, B) <d(A,C)+d(C,B). 度量 d Wæ D EWEMFARE. 特别 地 , 如 采 
d(A, B) 较 小 , 则 作为 集合 , 4 与 B 之 间 很 接近 . 


图 9.1 A,B 两 集 之 间 的 坚 斯 多 夫 距 离 是 使 4 的 5 平行 体 As 包含 B, 
同时 B 的 5 平行 体 也 包含 4 的 最 小 的 大 于 零 的 6 


下 面 给 出 IFS 上 基本 结论 的 两 种 证 明 : 第 一 种 依赖 于 Banach 压缩 映射 定理 ， 
第 二 种 是 直接 、 基 本 的 证 明 . 
定理 9.1 考虑 由 DCR" 上 压缩 映射 族 {51,…,Sm} 给 出 的 迭代 函数 系 , 即 


ISi(z) — Si(y)| < cilz — y| (x,y E D) (9.1) 
对 每 个 i, ci <1. 则 存在 唯一 的 吸引 子 , 即 非 空 紧 集 FF, 满足 : 
F = U Si(F). (9.2) 
i=l 


而 且 , 如 果 在 非 空 紧 子 集 类 DD 上 定义 变换 S, EED 
S(E) = U Si(E) (9.3) 


Hig S'S Hk ARK (MU, S°(E) = E 2H k > 1,S*(E) = S(S*1(B))), A 
对 任意 E €D, 和 任何 i, S;(E) C E, 且 


F = N S*(E). (9.4) 
k=0 
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第 一 种 证 明 ”映射 5 把 中 的 集 变 成 D 中 的 其 他 集 , 如 果 A, B eD, 则 
A(S (4),5(B) = d ( Ü 5:(4), Ü 3:(B)) < max a(5:(4), 5:(B)) 


1<i<m 
利用 度量 d 的 定义 , 并 注意 到 对 每 个 i, 如 果 5 平行 体 (8; (4))s 都 包含 SB), 则 
(ü sj wae U Si(B). 由 式 (9.1) 


1(S(4),5(B)) < (max ci ) Ah, B): (9.5) 


”可 以 看 到 , d 是 D 上 的 全 度量 , 即 D 中 的 每 个 柯 西 列 集合 都 收敛 到 D 中 的 一 
个 集合 . 既然 0 < ymax Ci <1, A (9.5) 意味 着 5 是 全 度量 空间 (D, qd) 上 的 一 个 压 
缩 映 射 . 由 Banach 压缩 映射 定理 , S 有 唯一 的 不 动 点 , 即 存 在 唯一 的 集合 F ED, 
使 得 S(F) = F, 此 即 式 (9.2), 并 且 当 大 一 co BY, S*(F) — F. 特别 地 , 如 果 对 任意 
i, Si(E) CE, 那么 S(E) CE, 因此 SHE) 是 包含 下 的 递减 的 非 空 紧 集 系列 , 交集 
N S*(E) 必然 等 于 F. 口 


第 二 种 证 明 i ELD 中 的 任意 集 , 使 得 对 任意 i, Si;(E) c E; 例如 , 只 要 
充分 大 , E= DV B(0,7) 就 是 这 样 的 一 个 集 . 则 SE) C SHE), 所 以 S*(E) 是 
一 递减 的 非 空 紧 集 系列 , 它 必 定 有 非 空 的 紧 交 集 F = N S*(E). 因为 S*(E) 是 递 
减 系列 , 由 此 得 出 SP) = F, 所 以 满足 式 (9.2), 是 IFS 的 一 个 吸引 子 . 

为 证 明 吸 引子 是 唯一 的 , 如 第 一 种 证 明 中 那样 使 用 式 (9.5), 假设 4、B 都 是 吸引 
F, 那么 S(A) = A, S(B) = B; 因为 0 < max ci < 1, 从 式 (9.5) 即 得 4(4,B) = 0， 
这 意味 着 A=B. D 

与 迭代 函数 系 相 联系 的 有 两 个 主要 的 问题 第 一 个 问题 就 是 重 现 或 “编码 ”一 
个 给 定 的 作为 某 些 IFS 的 吸引 子 的 集合 ; 第 二 个 问题 就 是 “解码 ” 相应 的 吸引 子 所 
对 应 的 IFS. 在 这 两 种 情形 下 , 我 们 都 希望 对 吸引 子 的 结构 和 维 数 进行 分 析 , 而 IFS 
对 此 将 起 到 很 重大 的 作用 . 

当 至 少 FF 是 自 相 似 的 或 者 是 自 仿 射 时 , 经 常 可 以 用 观察 的 方法 来 寻找 一 个 具 
有 给 定 唯一 吸引 子 F 的 IPS. 例如 , 容易 看 出 康 托 尔 尘 (图 0.4) 是 四 个 相似 变换 的 
吸引 子 , 这 些 变 换 给 出 了 这 个 集 基本 的 自 相似 性 : 


L i 1 1 1 1 


1 3 1 3 1 1 
S3(z,y) = & + y+ D ， Sa(z,y) = (e+ plt E) - 


1 1 
4 2 4 
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一 般 情况 下 则 不 太 可 能 找到 IFS 使 它 以 一 个 给 定 的 集 为 吸引 子 , 但 通常 可 以 找到 一 
PIES, 使 它 的 吸引 子 与 要 求 的 集合 非常 接近 . 用 IFS 重 现 一 般 物象 的 问题 将 在 9.5 
节 讨论 

定理 9.1 中 介绍 的 变换 S 是 计算 IFS 的 吸引 子 的 关键 ; 式 (9.4) 也 早已 给 出 了 计 
算 的 方法 . 事实 上 , 从 中 任意 初始 集 妃 开始 的 迭代 序列 (E) 在 d(S*(E), F) 一 0 
RN FOES FF. 这 是 因为 式 (9.5) RIKE d (S (E), F) = d (S (E), S (F)) < 
cd (E, F), 使 得 d(S*(E), F) < c*d(E, F), HA c= max Ci < FESE) 给 出 了 
对 F 的 越 来 越 好 的 通 近 . 如 果 F 是 分 形 , 有 时 称 这 些 近似 集 为 的 “ 先 分 形 "(pre- 
fractals). 

对 任意 


S*(E) = Ua o: o Si (E) = U Si, (Sia C (Si, (E))::)) (9.6) 


这 里 是 对 所 有 项 的 序列 (i1,---,0ik),1 <i; <m 的 集 I, 求 并 ( 见 图 9.2). (9; 0 
…0o Si, 表示 复 合 映 射 所 以 (Si, 0 --- 0 Si, )(2) = Si, (Sig(--- (Si (@))---)). WR 
对 每 个 i, SiE) 包含 于 E P, 并且 如 果 r 是 中 的 点 , 则 由 式 (9.4), 存在 序列 
(ix, 22 ---) (FRAME —) EHER k, Xx E Sj, 0---0S;, (E) 这 个 序列 就 给 出 了 z 的 一 

个 上 月 然 编码 , 其 中 N 
T = Tiz iz = N Si, oo9i (E), (9.7) 


S (SE) 


SSE) 
SAS (E) 


S,(S(E)) 


图 9.2 Si, So 的 不 变 集 的 构造 . 它们 把 大 椭圆 分 别 映射 成 椭 贺 S1(B) 和 S2(B). 
集 SHE) = U Sa 0-0 Su (E) 给 出 了 吸引 对 严 的 越 来 越 好 的 逼近 
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FE 
下 一 [zi i....}. 

如 果 对 所 有 的 i, Si:(Z) 包含 于 EP, 则 这 个 tii, 的 表达 式 是 与 E FERN. 

注意 , WRA (9.2) 中 的 并 是 不 交 的 , 则 F 必定 是 全 不 连通 的 (假定 S: 是 单 射 )， 
因为 如 果 Tiiz A Ti a, 可 以 找到 ,使 (i1,---, 7%) A (并,…, 雇 ). 因此 不 相交 
的 闭 集 Si, 0--- 0 Si, (F) 及 Sy o.……o Sy, (F) 必然 把 这 两 点 分 开 . 

可 以 再 一 次 用 Si(z) = 1/3, So(x) = 1/3 + 2/3 及 下 是 二 分 康 托 尔 集 为 例子 来 
说 明 . 如 果 E=[0, 1], 则 S*(E) = Er 就 是 在 通常 康 托 尔 集 构造 过 程 中 第 步 得 到 
的 2* 个 长 度 各 为 3“ 的 基本 区 间 组 成 的 集 ( 见 图 0.1). 并 且 ta, 是 可 以 表 成 3 
进 制 展开 式 0. alaz … 的 康 托 尔 集 的 点 , RPR te = 1, 则 ak = 0, 而 如 果 ik = 2, 
Wha, = 2. 合适 选择 的 初始 集 E 的 先 分 形 S*(E) 给 出 了 许多 分 形 的 常见 的 构造 ， 
称 Sia o.…o Si, (EF) 为 构造 的 天 水 平 集 (levelk set). 

这 个 理论 提供 了 两 种 如 图 9.3 表示 的 用 计算 机 绘制 IFS 的 平面 吸引 子 的 方法 . 
在 第 一 种 方法 中 , 取 任 意 的 初始 集 BB( 例 如 正方 形 ), 并 对 一 适合 的 上 值 按 式 (9.6) 给 
出 五 的 大 步 近似 集 5* (E). 集 S*(E) h mt 个 小 集 组 成 , 这 些 集 或 者 都 能 详细 全 
部 绘 出 , 或 者 每 个 集 有 一 个 代表 性 的 点 可 以 被 画 出 . 如 果 E 能 被 选 成 一 个 直线 段 ， 
在 这 种 方法 下 S51(B),…, Sm (E) 连结 成 与 E 有 同样 端点 的 多 角 曲 线 , 则 多 角 曲 线 
系列 S*(E£) 给 出 了 对 分 形 曲线 F 的 越 来 越 好 的 近似 . 取 五 为 von Koch 曲线 构造 
中 的 初始 区 间 是 应 用 这 种 方法 的 例子 , 这 时 8 (五 ) 正好 是 von Koch 曲线 构造 中 的 


图 9.3 计算 机 绘制 分 形 FF 的 两 种 方法 , 这 里 FF 是 在 三 个 仿 射 变换 Si, So 和 Ss 下 的 不 变 
集 这 三 个 变换 把 正方 形变 成 三 个 矩形 . 方法 (a) 画 出 3* 个 平行 四 边 形 5 (Sal 
(Si,(E)) -++)),47=1,2,3 (此 图 中 大 =6). 方法 (b) 从 Si, Sz Ss 中 随机 选取 Si (k= 
1, 2,…), FES zk = Si, (zk-1) 画 出 一 序列 zx 
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第 k 步 (图 0.2 的 Ex). 在 利用 这 个 方法 中 , 详细 的 递 推 程序 是 很 有 用 的 . 

在 第 二 种 方法 中 , 选取 zo 为 任意 的 初始 点 , 从 51,… ,Sm 中 随机 选择 一 个 压缩 
映射 Sa 并 令 zl = Sj, (£0). 继续 这 样 的 方法 , 对 = 1,2,…, 从 51,…,Sm 中 随机 
选取 Si, (以 相等 的 概率 ) 并 令 zk = Si, (zk-1); 对 充分 大 的 &, ME zk 越 来 越 接 近 
于 Si, o-o Si (F), 点 zk 逐渐 与 了 接近 到 不 能 辨别 , 所 以 序列 {zx} 将 随机 地 分 布 
在 整个 F E. 绘制 序列 {cr} 的 图 , 比如 从 第 100 项 以 后 , 给 出 了 的 很 好 的 通 近 . 
(这 是 遍历 定理 的 一 个 推论 : 以 概率 1, ae F 上 某 个 测度 的 方式 充满 F) 


9.2 BAUR AER 


利用 迭代 函数 系 的 一 个 优越 性 , 是 吸引 子 的 维 数 经 常 可 以 通过 所 定义 的 压缩 变 
换 , 相对 比较 容易 地 计算 或 估计 . 在 这 一 节 中 我 们 将 讨论 映射 族 5S1,…, Sm:R" 一 
R” 是 相似 的 情形 , 即 
ISi(z) — Sily)|=cila—y| (zy E R”) (9.8) 
其 中 0 < ci <1 (ei PRY S; 的 压缩 比 ), 于 是 , 每 个 5; 把 Ra 的 子 集 变换 成 几何 相似 
集 . 在 这 样 的 相似 变换 族 之 下 的 吸引 子 称 为 (严格 ) 自 相 似 集 (self-similar set), 它 是 
一 些 与 总 体 相 似 的 较 小 的 相似 部 分 的 并 . 典型 的 例子 包括 三 分 康 托 尔 集 、Sierpifski 
热 和 von Konh 曲线 ( 见 图 0.1~0.5). 下 面 证 明 在 一 定 条 件 下 , 自 相 似 集 F 的 豪 斯 多 
夫 维 数 和 盒 维 数 与 满足 下 式 的 。 值 相等 : 


Sc =1 (9.9) 
| i=1 
IFA, F 有 正 的 有 限 的 He 测度 . 与 例 2.7 的 “启发 式 ” 的 类 似 计 算 表 明 , 由 式 (9.9) 
给 出 的 值 至 少 似乎 是 合理 的 . 如 果 五 = U Si(F) 是 “几乎 不 交 ” 的 并 , 利用 式 (9.8) 
及 比例 性 质 2.1, 应 当 有 : 
H° (F) = > H’ (Si (F)) = >》 aH! (F). (9.10) 
i=] i=1 

MRE “BERR” s= dimy F, 0 < Hs (F) < 00, 可 以 得 到 s EWEA (9.9) 的 . 
为 了 使 这 个 论断 是 正确 的 , 需要 一 定 条 件 来 保证 F 的 各 部 分 5;:(F) 之 间 不 重 

BY KRKE”. 称 5; 满足 开 集 条 件 , 如 果 存 在 非 空 有 界 开 集 V 使 得 对 于 不 交 并 , 有 


U Si(V) CV. (9.11) 


(在 三 分 康 托 尔 集中 , 对 Si 和 So 以 及 取 V 为 开 区 间 (0,1), 则 开 集 条 件 成 立 ), 下 面 
将 证 明 , 如 果 5; 满足 开 集 条 件 , MRI TERNE REHA (9.9) 给 出 . 
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证 明 中 需要 下 面 的 几何 结论 . 

5| 9.2 wR {Vi} 是 及" 的 不 交 的 开 子 集 族 ， 每 个 Vi 包含 一 个 半径 为 
air WOR, 并且 包 括 于 一 个 半径 为 oor 的 球 中 ， 则 任何 半径 为 7 的 球 忆 最 多 与 
(1 十 2a2) ai A Vi He 全 相交 . 

证 明 ”如果 VV 与 B 相交 , WV 包 含 于 一 个 与 B 同心 , 半径 为 (1 十 2a2)7 的 
球 中 . 假定 Vi 集中 有 g 个 与 B 相交 , 则 对 所 有 相应 的 在 内 部 的 半径 为 ar 的 球 的 
体积 求 和 , 可 得 q (air) < (1+ 2a2)" r”, 这 就 给 出 了 所 指出 的 g 的 上 界 . 口 

在 下 面 的 定理 中 导出 下 界 是 有 些 麻烦 . 读者 可 以 发 现在 完成 证 明 过 程 中 参考 
三 分 康 托 尔 集 的 例子 , 或 参考 图 9.2 中 的 “一 般 例子 ”是 会 有 帮助 的 . 另外 , 命题 9.7 
的 证 明 涵盖 了 集 S1 (F), e, Sm (F) 是 不 交 的 情形 , 这 当然 稍微 简单 一 些 . 

定理 9.3 ”假定 开 集 条 件 (9.11) 对 压缩 比 为 0<c<1ilsgsigm) 的 R" 上 
的 相似 变换 Si RÈ, 如 果 F 是 IFS{S1,…,Sm} 的 吸引 子 , CMA: 

F = U Si(F), (9.12) 


则 | dimy F = dimp F = 3， 其 中 S 是 指数 方程 
m + 
a=! (9.13) 
?一 工 


的 解 , 并 且 对 这 个 值 s, 0 < He (F) < oo. 

WEAR ik s 满足 式 (9.13), 用 I 表示 所 有 ED 
成 的 集 . 对 任何 集 4 和 (i,… ,ix) E In, W Aa, = 
式 (9.12) 可 得 


(i1, ik) LS i Sm 


| 
Si, Or: 0 Si, (A). 反复 应 用 
F =U Fhe. 

Ik 


下 面 验证 F 的 这 些 覆 盖 为 它 的 察 斯 多 夫 测 度 提 供 了 一 个 合适 的 上 界 佑 计 . 因为 变 
换 S;,0---0S;, 是 具有 压缩 比 为 ci .…cix 的 相似 变换 , 由 式 (9.13) 可 得 


2 (Ea) (Ea) IF|? = [FI (9-14) 


对 任意 6 > 0, 可 以 选择 有 使 |Fa.i} < (max; c;)"|F] < 6, Alb HE (F) < |F|*, 进 
而 Hs(F) < |F. 

下 界 估 计 比 较 麻 烦 , 设 工 是 所 有 无 限 序列 I = {fii <i; <m}, A 
it Insei = {i1 te Gea, Di 1 <a; <m)} ew I PAH a k POA 
(i1,°-:, tk) 的 序列 组 成 的 “ 柱 集 ”. 可 以 在 上 分 配 一 个 质量 分 布 使 ea.) = 
(Ci, +++ Cin)"; 因为 (ci, >> Cig 8 = Dopey (Ci t Cipi)", Bh p(T =D Ga Hin inst) 
由 此 知 六 确实 是 满足 UD = 工 的 工 的 子 集 上 的 一 个 质量 分 布 . 可 以 用 自然 的 方法 
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把 4 变换 成 下 上 的 质量 分 布 l, 就 是 对 PPS A, 定义 


L(A) = u4{ (41, i2, + -) : Tiiz, E A} , 


(jet ar- a= ÅF sein) 于 是 一 个 集 上 的 有 质量 等 于 在 相应 序列 上 的 有 质量 


容易 验证 ， ji(P)=1 
下 面 证 明 L 满足 质量 分 布 原理 4.2 的 条 件 , 设 V ÆA (9.11) 的 开 集 ， 因为 
Vo2S(V)= U Si (V), 所 以 递减 的 迭代 序列 S* (V) 收敛 到 F, 见 式 (9.4). 特别 


VDF BIANA EAN (inik), Vanir D Fis, BK B 是 任意 半径 为 
r<1WEK, 集 Vi, i 具有 与 BA 可 比较 的 直径 FAEHWAASS FNB 相交, 所 
以 可 以 通过 考虑 集 Vi, i, 来 估计 A (B). 

把 无 穷 序 列 (i1,1i2,…) ET 的 第 一 个 使 式 子 


(min, a) T S Ci Ciz’ Cip KT (9.15) 
ROLY ir 后 面 截 去 , 并 且 用 O 表示 用 这 种 方法 得 到 的 所 有 有 限 序列 的 有 限 集 . 于 
是 , 对 每 个 无 穷 序列 (i,i2,…) E 1 存在 一 个 确切 的 上 值 使 (,i2,…, 读 ) EQ, 因为 
Vise, Vm 是 不 下 的 , 所 以 对 每 个 (i1, te, +++ tk), Vieiro Vire inm 也 是 不 交 的 ， 
把 这 个 事实 用 到 区 间 套 方法 中 , 可 以 得 到 开 集 类 {Vi : ( 订 ,…,ik) < Q} 是 不 交 
的 . 类 似 地 , FC U Fiara C Vi esi 


选取 a1 和 a2 使 V 包含 一 个 半径 为 al 的 球 , 并 包含 于 半径 为 az 的 球 中 . 则 对 
所 有 (i,k) < Q, 集 Vr ir 包含 一 个 半径 为 ca cisal WER, 因此 也 包含 一 
个 半径 为 (minici) air 的 球 ， 同时 它 包 含 于 一 个 半径 为 Ci, 2 的 球 中 ， 因此 也 
就 包含 于 一 个 半径 为 oor 的 球 中 . RQ, 表示 Q PH B 5 Vi... 相交 的 序列 
(i1,°++,%%), 由 引 理 9.2, Qi 的 序列 最 多 为 g = (1+ 2az) ai "(minici) t S. 于 是 : 


jt (B) = (FAB) = u { (41, 42, -- -) : Tij, iz, © F(\B} Sp t haa | 


因为 , WR Tii EF 站 BC y Viais 那么 存在 整数 有 使 ( 订 ,…,i2) E€ Qi, 所 以 
利用 式 (9.15), 有 


ü (B) < Sou (Li. sin) 一 ` (ci, n Cip) < Sor < r°q. 
Qı 1 Qı 

因为 任意 集 U 都 包含 于 一 个 半径 为 |U HERA, ME A (U) < JUF a, 所 以 由 质量 分 
布 原理 4.2, 得 HS (F) > q7' > 0, FA dimy F =s. 
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MR Q 是 任意 有 穷 序列 的 集 , 即 对 任意 的 (i1,io,…) E I, 恰好 存在 一 个 整数 
k 使 (t1,---,in) € Q, 由 式 (9.13) 用 归纳 法 可 得 22o (cicia'……cis) = 1. 因此 如 果 
Q 是 根据 式 (9.15) 选 出 的 , 则 8 最 多 包含 (minii) r 个 序列 . 对 Q 的 每 一 个 序 
列 (41,---, ik), 都 有 | in| = Ca ci |[V| <r |V|, 所 以 对 任意 的 "<1, 情 可 以 被 
(minii) r 个 直径 为 7r|V| ORB. 由 等 价 定 义 3.1(iv) 知 dimpF <S s; HAR 
(3.17), 注意 到 s = dimy F < dimp F <S dimp F < s, 定理 获 证 . 口 

如 果 定 理 9.3 中 不 假定 开 集 条 件 成 立 , 还 是 可 以 证 明 dimy F = dims F, 然而 这 
个 值 可 能 小 于 s. 

定理 9.3 使 我 们 能 够 求 出 许多 自 相 似 分 形 的 维 数 . 

例 9.4 Sierpinski 三 角形 

Sierpinski 三 角形 或 称 Sierpiński 44 F, 是 通过 从 一 个 等 边 三 角 中 反复 依次 去 掉 
一 个 反 向 的 小 的 等 边 三 角形 构造 出 来 的 CLA 0.3). 则 dimy F=dimg F =n 3/ln 2. 

计算 WR, RP 是 三 个 压缩 比 为 1/2 的 相似 映射 的 吸引 子 , 这 些 映 射 把 三 角 
形 Eo ÆR Bi 中 的 三 个 三 角形 ; RV 为 Bo 的 内 部 ， Bs MIP RANE BLL. TÆMME 
理 9.3 Hl, dimy F = dimg F =)n3/1n2, 这 是 方程 3 (5) = => € ) 二 1 的 解 . o 


下 面 的 例子 包含 多 于 一 个 比例 系数 的 相似 变换 . 

例 9.5 修改 的 von Koch 曲线 

国定 0O<a< 1/3, 去掉 位 于 区 间 正 中 , 与 全 长 比例 为 a 的 一 段 区 间 , 并 用 与 之 
组 成 等 边 三 角形 的 另外 两 边 代 替 ， 把 这 个 过 程 反复 进行 下 去 而 构造 出 曲线 FOL 
9.4). W] dimy F = dimg F & 7% 42 2a* + 2 G (1 -a)) = 1 的 解 . 


A | 
E SF 


9.4 修改 的 von Koch 曲线 的 构造 , 见 例 9.5(B1 是 曲线 的 生成 元 ) 
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计算 ”曲线 下 是 把 单位 区 间 映 射 到 E 中 的 4 个 区 间 的 四 个 相似 映射 下 的 吸 
引子 . 取 Y 为 底 边 是 1, 高 是 sav3 的 等 腰 三 角形 的 内 部 , 开 集 条 件 成 立 . 则 由 定理 
9.3 知 了 具有 所 指明 的 维 数 . 口 

有 一 种 用 图 解 方式 确定 某 些 自 相 似 集 , 特别 像 例 9.5 这 样 的 自 相 似 曲线 的 方便 
方法 , 其 中 生成 元 (generator) 是 由 很 多 直线 段 和 确定 的 两 个 特殊 点 组 成 . 用 这 两 个 
特殊 点 到 线段 端点 的 一 些 相似 映射 把 这 两 个 特殊 点 与 每 一 直线 段 联 系 起 来 ， 反 复 
用 一 个 生成 元 的 相似 图 形 取代 每 一 直线 段 , 这 样 的 达 代 过 程 构造 了 一 系列 目 相似 吸 
引子 的 近似 集 , 见 图 9.5~ 图 9.7 显示 的 例子 . 注意 , 由 生成 元 定义 的 相似 映射 只 能 
是 两 个 互 为 反射 的 映射 ,或 者 说 是 旋转 180° 的 映射 , 而 这 些 映 射 的 方向 则 可 以 由 构 
造 的 第 一 步 确定 . 


= E =F 


4 


图 9.5 从 一 个 生成 元 构造 分 形 曲线 的 几 个 阶段 . 生成 元 线段 的 长 度 分 别 为 1/3, 1/4, 1/3, 
1/4, 1/3, 的 豪 斯 多 夫 和 盒 维 数 由 方程 3(1/3)* 十 2(1/4)*=1 给 出 , RE s=1.34--- 
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图 9.6 分 形 曲线 和 它 的 生成 元 , 曲线 的 豪 斯 多 夫 和 盒 维 数 等 于 ng/in4- 13 


图 9.7 树 状 分 形 与 它 的 生成 元 , 府 斯 多 夫 和 盒 维 数 等 于 In5/ In3 = 1.465... 


9.3 一 些 变化 
以 定理 9.3 为 基础 的 计算 , 也 适用 于 不 相似 的 压缩 映射 组 成 的 IFS 的 吸引 子 维 
数 的 估计 . 
命题 9.6 RFR 的 闭 子 集 DD 上 的 压缩 映射 族 {91,…,Sm} 组 成 的 IFS 
的 吸引 子 ， 即 对 每 个 i(1 Sts m), U < ci <1, Si WA: 
(Si (x) — Sı (y)| S cilz -y| (a,y € D), 
则 dimy F <S s, dimg F < s, HP SO", ci =1. 


证 明 定理 9.3 证 明 中 的 第 一 段 和 最 后 一 段 基本 可 以 作为 本 命题 估计 的 证 明 ， 
但 要 注意 此 时 对 任意 集 A, 成 立 的 是 不 等 式 IAG, 4.1 < ci ci Al, 而 不 是 等 式 - 口 
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下 面 将 会 得 到 , F 的 组 成 部 分 5; (F) 是 互相 不 交情 形 时 维 数 的 下 界 估计 . 注意 
BUFR AE TSE OE, 对 有 所 有 i, Si(E) CE AS; (E) 是 互相 不 交 的 , 所 说 的 
就 是 这 种 情形 . 

命题 9.7 考虑 Rn 的 闭 子 集 D 上 的 压缩 映射 族 {51,.…,Smj} 组 成 的 IFS 的 
吸引 丁 F,R 


bilz— y| < |S: (z) — Si(D) (x,y € D) (9.16) 
对 每 个 i,0 <b; <1. 假设 吸引 子 (GES KAF 满足 : 
F = US; (F), (9.17) 
2? 二] 
上 面 的 并 是 不 交 并 , 则 下 是 全 不 连通 的 , 且 dimH F 2 s, 其 中 
Sb} = (9.18) 
i=1 


WBA 设 d > 0, 是 不 交 紧 集 5S1(F),…,Sm(F) PERT IBY eB 
离 , 即 
d = min inf {|x — y| : x E Si lF), y E€ S; (F)}. 


设 Fi, ie = Si, 0- 0 Si, (F), JER u (Fapa) = (Oi, eo ban) 定义 u 因为 


m m 
Sou (F; ipi) =X (bi, se bi, bi)” 
i=1 t= 1 


k 
一 (bi a bin) =H (Fis jie ) = fl (Ù Pays 


HIER u 是 使 jy(F) = 1 的 下 上 的 质量 分 布 . 
如 果 LE F, WU EEE — BY FCB] 11, 12, ms 使 对 每 个 k, 有 T E Fis,- ip. 对 
0<7r<d 令 8 为 满足 下 式 的 最 小 整数 : 


bi, ebid S r < bi, ---bi,_,d. 


如 果 iee’ 与 条 ,… te 不 同 , 则 集 Bs, 与 Fi ait 不 交 并 且 由 最 小 为 ba- 
bi._14 > r WI BRR (为 看 清 这 一 点 , 注意 到 如 果 j 是 使 全 关节 的 最 小 整数 , 则 
Pisin C his Pin C Ly, FF AE TIE d Past, 因此 Fi ,i 和 Py. 由 最 少 为 
bi, obi d WERA. AEM FAB (x,7) C Fa,- ir 所 以 


u (FNB (x, 7)) SH (Fiir) 一 (bi n bin)? <d-°r*. 


如 果 U M FAX, 则 对 某 个 EF 和 r=|VI,U Cc B(a,r). 于 是 uw(U) <d lUI, 
由 质量 分 布 原理 4.2, 即 有 Hs (F) > 0 和 dimy F Ès. 


ATH Sb AR BUG) BS FF 是 完全 不 连通 的 . O 

例 9.8 “ 非 线 性 ” 康 托 尔 集 

设 D = È (1+ v3), (1+ v3)|, 又 设 Si, So TAJA H Si (x) = 二 1+1/z 和 
Sa (x) = 241/27 给 出 的 DD 一 DD 的 映射 , 则 0.44< dimy F < dimp F < dimpF < 0.66, 
其 中 FP ALS, 5S2} 的 吸引 子 .( 这 个 例子 的 出 现 与 数论 有 关 : 见 10.2 节 ) 

计算 ”注意 到 51(D) = 5 (a+ va), V3| 和 52(D) = 5 (8+ v3),14+-v3}, 
所 以 可 以 利用 命题 9.6 和 命题 9.7 去 估计 dima F. 由 中 值 定 理 OW 1.2 75), 如 果 
ry € D, 有 日 x 大 YY Wet z € D, BF (Si (x) -— Si (y) z -— y) = 5S’(z),1i = 1,2, 
FEX i= 1,2 


inf |S; (x)| < Se < sup |S; (£). 


因为 51 (x) = S; (1) = 一 1/z”, 由 此 对 i=1 和 i=2 有 
L (2~ v3) =(1+ v3? < [Si (£) — Si (y)| < (3 (1+ v8) =2(2- v3). 


2 jz — y| 
根据 命题 9.6 和 命题 9.7, 维 数 的 下 界 和 上 界 估计 分 别 可 以 由 方程 2 (3 (2 - v3)) 


1 和 2 (2 (2— v3)) 一 1 给 出 ， 解 得 s 的 值 分 别 是 ln2/ln2(2 + V3) = 034 和 ln2/n5 


(2+ v3) = 1.11. 
对 实 直线 的 子 集 , 维 数 的 上 界 佑 计 大 于 1 是 没有 意义 的 . 为 了 得 到 较 好 的 佑 计 ， 
可 以 用 下 面 的 方法 , 注意 到 FF 同时 也 是 [0,1 上 的 如 下 4 个 映射 的 吸引 子 


Sio Sj =i+1/(74+1/2z)=i+2/(jx+1) (i,j =1,2). 
同样 按照 上 面 的 微分 计算 和 中 值 定 理 , 可 以 得 到 


(Si087) (x) = (jz +1) 
所 以 


G+ VIDE- y< ISo Se) -SoSo (Za +v) le 
那么 , 维 数 的 下 界 和 上 界 佑 计 分 别 可 以 由 方程 
2 (2+V3) +2(3+2V3) -1 和 2 (3 (3+ v3)) e +2(2+V3) =1 


决定 , 用 数值 解法 得 出 0.44< dimy F <0.66, 这 是 对 先前 估计 的 一 个 相当 可 观 的 改 
进 . 实际 上 , dimy F=0.531, 这 个 值 可 以 通过 对 更 高 阶 的 5S; 的 迭代 进行 考察 得 到 . 
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+[ 这 一 节 的 下 面部 分 可 以 略 去 | | 

在 例 9.8 中 应 用 的 改进 维 数 估计 的 技巧 对 不 严格 相似 映射 的 吸引 子 经 常 是 很 
有 用 的 , 如 果 已 是 D 上 的 IFS{S1,…, Sm]} 的 吸引 子 , 则 对 任意 k, F E mk 个 映 
Bt {Si 。.…o Sin} 组 成 的 IPS 的 吸引 子 . 如 果 5; 在 包含 严 的 一 个 开 集 上 是 二 次 可 
微 的 , 则 可 以 证 明 , 只 要 充分 大 , 在 一 定 的 意义 下 , 压缩 映射 Sa o- oS 接近 于 D 
上 的 相似 映射 . 特别 对 R 的 子 集 D 上 的 映射 ,如果 5 = infscp |(S 0---0 Si)! (z)| 
c= supsep |(Si, 0--+ 0 Siz)’ (2)], W 


bljz—yl| < [Si 0-+- 0 Si, (x) — Sj, 0---0 Sj, (y)! S c|z — yl (z,y € D) 


MAR k BEX, 则 b/c 接近 于 1, 利用 命题 9.6 和 命题 9.7 到 m* 个 映射 Si 0--- 0 Si, 
E, 会 得 到 F 的 维 数 较 好 的 上 界 和 下 界 估计 . 
可 以 进一步 认为 , 如 果 5; ER 的 子 集 D 上 二 次 可 微 , 则 对 较 大 的 k, 


Bao oA Sue SH! ,|S 0-0 8 ) (w)| 


其 中 z,y 和 w D EWERS. 则 复合 映射 Sa o。.…o 5;, 接近 于 D 上 的 相似 映 
St, 所 以 与 定理 9.3 比较 , 可 能 期 望 吸引 子 FF 的 维 数 接近 于 s 的 值 , 这 里 的 s 由 下 
式 决定 ; 

> (Sa o o Say (w)|? = 1 (9.19) 


Ik 
此 处 是 对 所 有 k 项 序列 的 集 天 求 和 . 这 些 分 析 可 以 得 出 下 面 的 定理 . 
定理 99 设 VCR 是 开 区 间 , AR Si, Sm 是 VV 上 的 压缩 映射 , 且 它 
们 在 V 上 都 是 二 次 可 微 的 , 满足 对 任意 i 和 任意 山 E Via < |Si(w)| s< c 其 中 
0 <a<c<1 者 是 第 数 . 假设 对 于 开 集 VS; 满足 开 集 条 件 (9.11), 则 对 任意 s > 0, 
极限 


1/k 
Jim 2 (Si 0 +++ 0 Siy (w)| = g(s) (9.20) 
k 


FELEK weV AK, THER s 增加 而 减 小 .如 果 F 是 {51,…,Sm} 的 吸引 
子 , 则 dimy F = dimB F 是 方程 p(s)=1 的 解 ， 且 对 这 个 解 s, F 是 一 个 s E, Ep 
0 < H° (F) < œ. 

证 明 注 记 ”主要 的 困难 是 证 明 式 (9.20) 的 极限 的 存在 性 —— 这 是 由 S; 上 的 
可 微 条 件 决定 的 . 有 了 存在 性 , 就 可 以 利用 以 上 概略 的 论述 证 明 , 对 较 大 的 有 , 满足 
式 (9.19) 的 s 值 是 对 维 数 很 好 的 近似 ; S k > co 则 得 到 所 需 的 结论 . 

为 了 证 明 0 < Hs(f) < co 需要 类 似 的 想法 , 但 要 涉及 式 (9.20) 极限 的 收敛 速 
度 . 口 
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对 于 更 高 维 的 情况 也 有 类 似 于 定理 9.9 的 结论 . 假设 复 平面 区 域 D 上 的 压缩 
映射 51,…, Sm 是 复 解析 上 映射, 则 S: 是 保 形 的 , 也 就 是 说 , Si 是 在 任何 方向 都 有 相 
同 收缩 速率 的 局 部 类 相似 变换 , 则 有 

Si(z) = Si(z0) + Si(z0)(z 一 20) 十 (z 一 zo)” 形式 或 其 他 的 高 阶 
所 以 如 果 z 一 zo 充分 小 , W): 
Si(z) ~ Si(z0) + S;(20)(z — zo) (9.21) 
其 中 Si(zo) 是 满足 |S) < 1 的 复数 . 而 式 (9.21) 的 右边 恰好 是 表 成 复 符 号 的 相 
(BRST, 在 这 种 结构 下 , 通过 与 一 维 情形 类 似 的 论证 可 知 定理 9.9 的 结论 仍然 成 立 . 
这 些 结 采 是 “热力 学 形式 体系 ”的 部 分 , 引出 的 理论 导出 了 许多 吸引 子 的 维 数 


AA. 
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自 仿 射 集 组 成 一 个 重要 的 集 类 ， 并 以 自 相似 集 做 为 它 的 特殊 情形 . 仿 射 映射 (afftine 

transformation)S : R” — R” 是 具有 下 面 形式 的 上 映射: 

S(x) =T(x)+b 
其 中 了 是 了 ”上 的 线性 变换 (可 以 表 成 一 个 nxn EE), 而 5b ER” 中 的 一 个 向 
ft. 于 是 仿 射 变换 5 是 平移 、 旋 转 、 胀 缩 可 能 还 有 反射 的 组 合 . 特别 , S 把 球 上 映射 成 
MEER, 把 正方 形 映 射 成 平行 四 边 形 等 . 与 相似 映射 不 一 样 , 仿 射 映射 在 不 同 的 方向 上 
有 不 同 的 胀 缩 比 . 

如 果 一 个 IFS h R” 上 的 仿 射 压缩 变换 {51,…, Sm} 组 成 , 由 定理 9.1 推 证 出 
的 吸引 子 F 称 为 自 仿 射 集 (selfaffine set). 图 9.8 给 出 了 一 个 例子 : Si, S2 和 Ss 是 
这 样 目 然 地 定义 的 , 它们 把 正方 形 五 分 别 映射 成 三 个 矩形 .( 图 中 表示 出 的 吸引 子 F, 
是 对 充分 大 的 上, Si o:…o Si (E) Bat BM ij = 1,2,3 的 序列 (人 ,处 ) 而 形成 
的 集 . 显然 , F 是 由 它 的 3 个 仿 射 样本 SL (F), So(F) 和 S3(F) ARK). 

卓然 会 想到 推广 目 相 似 集 的 公式 (9.13), 而 去 寻求 自 仿 射 集 相应 的 维 数 公式 . 
当然 人 们 希望 这 个 维 数 会 以 合理 的 简单 的 方式 依赖 于 仿 射 映射 , 并 容易 由 仿 射 映射 
的 矩阵 和 癌 基 表达 出 来 . 然而 实际 情形 却 比 这 个 复杂 , 下 面 的 例子 说 明 虽 然 自 仿 射 
映射 以 连续 的 方式 变化 , 但 上 自 仿 射 维 数 却 可 以 不 连续 地 改变 . 

例 9.10 设 51,S2 是 R? 上 的 仿 射 压缩 映射 ,它们 分 别 把 单位 正方 形 映 射 到 
如 图 9.9 中 边 长 为 1/2 $ 0 <e < 1/2 HBP Ri, Ro. 2 Ri 的 一 个 宽 边 正 
好 在 了 轴 上 , 而 矩形 Ra 5 Y 轴 的 距离 为 \ 0 < 和 <5. 如果 FRG, 52} 的 吸引 
子 , 则 当 入 > 0 时 , dimy F > 1, 4% à= 0 tł, dimy F = ln2/ — Ine < 1. 

计算 A> 0( 见 图 9.9(a)), 则 第 天 步 的 构造 Er = U Su o.…oSi,(B) 包含 有 
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图 9.8 在 仿 射 变换 Si, So 和 Ss 下 不 变 的 目 仿 射 集 . Si, So 和 S3 
把 正方 形变 换 成 所 示 的 起 形 


Proj F 


(a) (b) 
图 9.9 自 仿 射 集 维 数 的 不 连续 性 . 仿 射 映射 Si 和 So 把 正方 形 E PRR Ri 和 Ro. 
(a) 入 > 0,dima F > dimy projF =1, {8 (b) A=Odimn F = In2/(—Ine) <1 
ok 个 边 长 为 2-# 和 sk 的 矩形 , 并 且 Er 在 z 轴 上 的 射影 proj By 包含 区 间 [0,2]; 
AA F = N Ex, 所 以 F 的 射影 projF 也 包含 区 间 [0,2A].( 男 一 个 看 清 这 一 点 的 方 
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法 是 , 注意 到 如 果 51(z) = 2/2, 52(z) = z/2 十 入 是 两 个 R 一 R 的 映射 , 则 proj F 
是 S1, So 的 吸引 子 , 而 这 个 吸引 子 是 区 间 [0,2d].), 因此 有 
dimy F 之 dimy projF = dimy (0, 2A] = L 


如 果 和 = 0, 情况 就 变化 了 ( 见 图 9.9(b)). Ex 是 由 2* 个 左边 正好 都 在 y 轴 上 
的 边 长 分 别 为 2-* 和 er 的 矩形 组 成 的 , 且 Er 包含 在 窄 条 (y): 0< <2} 2 
内 . k> 00, 则 易 见 环 是 包含 于 y 轴 上 的 均匀 康 托 尔 集 , 它 可 以 从 每 个 区 间 的 中 
间 反复 地 去 掉 长 度 比 为 1 - 2 的 线段 得 到 . FÆ dimy F = n2/(—Inc) < 1( 见 例 
4.5). O 

在 更 复杂 的 仿 射 映射 集中 , 这 种 不 连续 特点 的 状况 可 能 就 更 差 了 , 所 以 想得到 
自 仿 射 集 的 维 数 的 一 般 表达 好 像 是 困难 的 . 然而 按 下 面 递归 方式 而 得 到 的 自 仿 射 集 
的 情况 已 经 被 完全 分 析 清楚 了 , 图 9.10 和 图 9.11 说 明了 其 中 的 一 种 特殊 情况 . 


图 9.10 例 9.11 的 自 仿 射 集 的 一 个 形式 . 仿 射 变换 把 正方 形 映射 成 一 些 选择 出 来 的 
- x > 的 矩形 , 这 些 和 矩形 是 按 p x q 排列 的 


Hj 9.11 把 单位 正方 形 Eo DR MR p x 排列 的 边 长 各 为 1/p 和 1/q 148 
形 , 其 中 p 和 gq 都 是 正 整 数 且 p<q. 从 这 些 和 天 形 中 选取 一 个 子 集 类 组 成 Ly, HH 
用 Ni 表示 从 第 了 个 枉 集中 选 出 的 算 形 数 , 1 <j <p ( 见 图 9.10). 按 通 常 的 方法 重 
复 这 个 过 程 , 即 把 Bl PAPER LE, 的 一 个 仿 射 样本 代替 , HE F 是 得 到 
的 极限 集 ， 则 
1 


p 
dimy F = ln oo iss 


j=1 


l In pı i = 1 
dimr F = +In | — > N; | — 
j In p pı i 


其 中 p RETEA E PFE ERK. 
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图 9.11 例 9.11 中 考虑 的 一 类 目 仿 射 集 的 构造 , 这 些 集 可 以 有 不 同 的 蚂 斯 多 夫 盒 维 数 


计算 MBH. 口 

注意 在 这 个 例子 中 , 维 数 不 仅 依赖 于 每 一 步 选 出 的 窍 形 的 个 数 , 同时 也 与 它们 
的 相对 位 置 有 关 . mH. dimy F 和 dimp 了 一般 是 不 相等 的 . 

*[ 本 节 的 和 镜 余部 分 可 以 略 去 .] 

上 面 的 例子 是 相当 特殊 的 , 因为 其 中 的 仿 射 映 射 都 可 以 相互 平移 . 要 想得到 
一 般 仿 射 集 的 维 数 公式 是 很 困难 的 . 下 面 简单 概述 一 个 能 对 几乎 所 有 的 癌 量 序列 
b1,… bm, 得 到 仿 射 压缩 映射 Si (x) = Ti (x) + bi (1 <i <m) 的 吸引 子 的 维 数 表达 
式 的 方法 . 

设 T:R" 一 R” 是 非 奇 异 的 线性 压缩 映射 , 它 的 可 异 值 (singular values)1 > 
Ql 之 a2 之 … 之 an > 0 可 以 用 两 种 方法 定义 : WER T (B) 的 主 半 轴 的 长 度 , HB 
是 R” 中 的 单位 球 , KAE T T 的 特征 值 的 正 的 平方 根 , 其 中 T* 是 工 的 伴 
Ba AE Me. ee ay FER OT EAN AY Fe OCR, 对 0 < s <n, EMH 
数 

o° (T) = Org = T NET: a (9.22) 


其 中 7 是 满足 7 一 1 < s <r 的 整数 , 则 yps(T) 是 连续 的 并 且 对 s 是 严格 递减 的 . 进 
一 步 , 对 固定 的 s, 可 以 证 明 ys 是 半 可 乘 的 , 即 对 任意 的 线性 映射 了 和 Ui: 


p(TU) < ° (T)? (UV) 


下 面 引入 第 有 个 水 平和 Dr = 27 p° (Ta 000: 0 Tin), HF Ik RAMA k 项 序列 
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(i 一 ,ik) , 1 <i; cm 组 成 的 集 . 对 固定 的 s: 
=D (Ti, oce o Tinga) 


ktq = Ik+q 


< 》 p° (Ta 0+ 0 Tip) p° (Tings o---0T;,..) 


Lk+q 


即 序列 STS 对 大 也 是 半 可 乘 . 由 半 可 乘 系列 的 典型 性 质 知 , 24 k — oo 时 , (并 5) e 
化 到 数 并 ?> . 因为 w* 是 s 的 减 函数 , 所 以 U8, 也 是 s 的 减 函数 . 倘若 OS < 1, 则 存 
ERRI d (Ti, Tm) 的 唯一 的 s, 使 1= OS = lim (Dv (Ta 0-0 Ty), 
这 等 价 于 


d(T,,---,Im) =i De (Ti o- oTi) <o}. (9.23) 
k=] qT; 
定理 9.12 8 D, -Tm 是 线性 压缩 映射 , AE YL ym ER? 是 向 量 . 如 
RP RR 


F= CRC + y) 


X AGH, 则 dimy F = dimp F < d(T,- Tm). 且 如 果 对 任意 的 i 及 任意 的 
0<c< 7 IT;(x) —T;(y)| < cæ- yl, MA mn 维 勒 贝 格 测度 意义 下 , 对 几乎 所 有 的 
(Yo Ym ER” 上 式 中 等 号 成 立 . 

部 分 证 明 SEER dimy F <S d (Ti, -+ , Tm) 对 任意 的 (如 )… ,ym) 成 江 , 记 压 
SiG PBR 5; 为 Si(z) = Ti(æ) +y; 设 B 是 一 个 大 球 , 使 得 对 任意 i,Si(B) C B; 给 
E 6 > 0, 选取 充分 大 的 k, 使 对 任意 项 序列 (i,…,ix) € Tk, |Si, 0-0 Si, (B)| < 
6， 由 式 (9.6), F C U Si o-++-05;, (B), 但 Si, 0 o Si (B) 是 主轴 长 度 分 别 为 


QB|,… ,Qn |B| 的 椭圆 Ta o---0T;, (B) 的 平移 , 其 中 aa ,an Æ Tj, 0--- 0 Ti, 
AY ay B. 于 是 Si, Orr Si, (B) 包含 在 一 个 边 长 各 为 CX1 |B| 1T Qn |B| 的 直角 平 
行 六 面体 PP 内 . 如 宁 O<s<n, 且 了 十 大 于 或 等 于 s 的 最 小 整数 , 则 最 多 可 以 把 p 


2 2 20 p— 
(==) (=) s.» (=) < 2 "01 -。 Opa" 
Cr Apr Cr 
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个 边 长 为 arl B| < 6 的 立方 体 . 因此 Sia o…o Si (B) 可 以 被 满足 (Uil < 6Vn 的 立 
方 体 U: WFP Ar a m, 使 得 : 
37 Wil? <2a .or sol-ros |B 


z 


< 2” |B|? p° (Ti, Orr 0 ik) 
对 每 个 (ii, C. , Lk) € Ík, 都 可 以 取 Si, OO Si, (B) Hy 1k FE m, 由 此 
H (E) < 2 BI S ° (Ta oem 


但 当 6 > OY, k — oo, 所 以 由 式 (9.23) A, WR s > d(Th,---, Tm), M He (F) = 0, 
于 是 dimy F < d (T1, , Tm). 
dimy F 的 下 界 估计 可 以 利用 4.3 节 的 位 势 理 论 技巧 得 出 . 这 里 和 省略 掉 这 些 复 
来 的 组 市. E 
这 个 定理 的 一 个 推论 是 : 除非 非常 不 巧 地 碰 到 参数 的 一 个 例外 集 , 图 9.12 表示 
的 分 形 都 有 同样 的 维 数 , 估计 大 约 等 于 1.42. 


图 9.12 上 面 给 出 的 每 一 个 分 形 都 是 把 正方 形 映射 到 三 个 不 同 的 矩形 的 变换 族 的 吸引 子 - 
产生 每 个 分 形 的 仿 射 变换 只 有 平移 方面 的 差别 , 所 以 由 定理 9.12, 这 三 个 分 形 的 
维 数 相等 , 可 以 算出 它们 的 蚂 斯 多 夫 和 使 维 数 大 约 都 等 于 1.42 
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9.5 “在 编码 图 像 中 的 应 用 


在 本 章 中 已 经 看 到 , 由 少量 的 几 个 压缩 映射 可 以 决定 高 度 复杂 的 分 形 结 构 的 物 
VE. 这 已 经 应 用 到 了 数据 的 压缩 , 如 果 一 张 复杂 的 图 像 可 以 由 少量 的 信息 编制 , 那 
么 这 个 图 像 可 以 非常 有 效 地 被 传送 和 存储 . 

人 们 和 布 望 知 站 什么 样 的 物体 可 以 表 成 迭代 函数 系 的 吸引 子 或 者 由 这 样 的 集 来 
近似 , 同时 也 布 型 知道 如 何 找到 对 给 定 物体 的 良好 表示 的 压缩 变换 .显然 , 只 利用 
三 个 或 四 个 变换 的 可 能 , 会 由 于 在 我 们 的 处 理 中 只 知 少量 的 参数 而 受到 限制 . 当然 
XFER RE FEH AEA ri BE EAIRT. 

然而 , 在 计算 机 上 绘制 目 相似 集 的 少许 试验 ( 见 9.1 节 ), 已 经 能 够 作出 自然 中 
仔 在 的 许多 物体 的 图 像 , 并 且 效 采 之 好 令 人 惊奇 : MFA, FE, WASE. 图 
9.13 中 的 六 上 仑 叶 和 青草 分 别 正好 是 4 个 和 6 个 仿 射 映射 的 吸引 子 . 在 自然 界 中 确实 
表现 出 了 目 相 似 和 目 仿 射 性 . 


(a) (b) 
图 9.13 ” 症 齿 叶 (a) 和 青草 (b) 分 别 正好 是 4 个 和 6 个 仿 射 变 换 下 的 不 变 集 


下 面 的 定理 有 时 称 为 拼 贴 定理 , 对 一 类 压缩 变换 , 它 给 出 了 衡量 一 个 集 与 相应 
的 IFS 的 吸引 子 近 似 程度 的 一 种 方法 . 
定理 9.13 设 {91,…,Sm} 是 一 个 IFS, 并 假设 对 任意 的 x,y CR” 和 任意 的 
i, |Si(x) — Sily)| < clx- yl, HP c<1, ECR 是 任意 的 非 空 紧 集 , 则 
1 


d(E,F)<d (£. Use) = (9.24) 
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其 中 下 是 IFS 的 吸引 子 , 而 d 是 之 斯 多 夫 距 离 . 
证 明 ”利用 式 (9.2) 的 吸引 子 的 定义 和 和 昆 斯 多 夫 距 离 的 三 角 不 等 式 , 并 且 利 用 
式 (9.5) 可 得 


d(E,F)<d (2. Use) 4d (ü Si(E),F ) 
=a (E, Use) +4(U sie), Us) 
<d (5 Us (E) ) + cd(E, F), 


定理 得 证 . 

定理 9.13 的 一 个 推论 是 R” 的 任意 紧 子 集 都 可 以 由 日 相似 集 近 似 到 任意 的 精 
确 度 . 

推论 9.14 REAR IET, 给 定 6 > 0， 则 存在 以 FARE PEH 
相似 压缩 映射 51,:…,Sm, HX dE, F) <ô. 
。 证明 Bi Bm BIOH E L, FEREN 6/4 BOB SR. M E C 
U B; C Esja, HF Es/4 te E W 7° 平行 体 . RT REP 1, & S; 是 共有 压缩 比 小 于 5 , 县 


映射 BS) B: 的 任意 相似 压缩 映射 , 则 5;(B) C Bi C (Si(B))syz, 所 以 (5 so) c 


Esja ECU (5:(B))s/2 由 豪 斯 多 夫 距 离 的 定义 知 d (B, Ü Ù | S(E)) <5 1s 由 式 


(9.24) 得 KE. F) <6, 其 中 互 是 吸引 子 . O 

在 上 面 证 明 中 用 到 的 利用 IFS 吸引 子 通 近 的 方法 是 相当 粗糙 的 , 它 似乎 引出 大 
量 的 变换 , 但 却 几 乎 没有 用 到 万 的 精细 结构 . 利用 少 基 的 变换 获得 令 人 信服 的 图 像 
需要 一 个 相当 精巧 的 处 理 方法 . 一 种 经 常 能 给 出 好 的 结果 的 方法 是 先 擅 绘 物体 的 
粗略 轮廓 , 然后 用 较 少 的 一 些 相似 或 仿 射 的 样本 尽 可 能 地 覆盖 它 . 已 经 确定 的 相似 
性 (或 者 仿 射 性 ) 可 以 用 来 计算 吸引 子 , 它 可 以 与 已 经 建立 的 物体 模型 进行 比较 . 定 
理 9.13 保证 了 如 果 较 小 的 样本 的 并 与 物体 很 接近 的 话 , 吸引 子 是 一 个 好 的 通 近 , 试 
验 和 误差 处 理 的 过 程 能 使 我 们 进一步 修改 和 改进 这 个 图 像 . 

更 复杂 的 物体 可 以 将 几 组 不 同 变换 和 集 的 吸引 子 的 迭 加 而 建立 . 

最 理想 是 有 一 个 “照相 机 ”能 对 准 物 体 摄 出 由 确定 数目 的 仿 射 变换 组 成 的 “ 照 
片 ”, 且 它们 的 吸引 子 是 对 物体 的 很 好 的 近似 . 显然 , 复 洒 的 技巧 问题 仍然 是 很 多 的 ， 
一 个 处 理 方法 是 仔细 考察 物体 ， 以 估计 和 它 的 各 种 几何 参数 , 并 且 利 用 这 些 参数 作为 
加 在 变换 上 的 限制 . 

例如 , 像 手 齿 时 这 样 的 “ 目 然 分 形 ”, 可 以 利用 计 盒 维 数 的 方法 去 佑 计 它 的 维 数 . 
在 利用 像 定理 9.3 或 定理 9.12 的 结果 时 , 对 探索 的 相似 性 或 仿 射 性 的 假设 必定 给 出 
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具有 这 个 维 数 的 吸引 子 , 至 少 在 理论 上 限制 了 可 能 的 压缩 集 . 然而 , 实际 上 这 样 的 
信息 用 起 来 是 相当 困难 的 , 并 且 , 为 了 大 量 的 运用 它 , 需要 许多 进一步 的 参数 . 

提供 物理 物体 好 图 像 的 平面 吸引 子 经 常 都 有 正 的 面积 , 所 以 不 是 通常 意义 下 的 
分 形 . 然而 , 这 样 的 集 可 以 有 分 形 曲线 作为 边界 , 这 就 给 目 然 物体 的 图 像 加 上 现实 主 
义 的 特性 . 但 是 , 不 变 集 边 界 的 分 形 性 质 似乎 也 是 难于 分 析 的 . 

在 每 个 压缩 变换 5; 上 赋予 一 个 概率 pi 就 可 以 将 这 种 思想 推广 为 提供 部 分 涂 
黑 或 者 涂 有 不 同 颜色 的 图 像 , 其 中 0 < P < 1 Dia pi = 1. 粗略 看 来 , 这 些 数据 在 
吸引 子 F 上 定义 一 个 质量 分 布 u, 使 A(4) = Dia piu (S7 (4)), 且 根 据 u 的 局 部 
密度 , 集合 可 能 被 深 黑 或 者 上 色 . 

这 就 引出 了 下 面 对 9.1 市 末尾 指出 的 绘制 吸引 子 的 第 二 种 方法 的 修改 . 设 zo 
是 任意 初始 点 , 随机 地 从 51,…, Sm 中 选择 Si, 使 5; 被 选中 的 概率 是 pt, FFAS 
T1 = Sj, (Xo); 把 这 个 方法 继续 下 去 , 有 zk = Si, (Tk-1), 其 中 Dj 以 概率 pi 等 于 Si. 
绘 出 这 个 序列 {zx}( 比 如 去 掉 最 初 100 项 ), 就 得 到 了 吸引 子 的 一 个 表现 . 而 在 这 
种 方法 中 , WEE i, +++ ig, 点 以 Di, Di, 的 比例 趋向 于 处 在 Si 0.…o5i, (F) 这 
一 部 分 中 , 这 个 可 变 的 点 的 密度 直接 给 出 了 一 的 各 个 局 部 的 明暗 程度 . 此 外 , 每 个 
点 所 上 的 颜色 可 以 由 某 些 规则 决定 , 它 依赖 于 接近 每 个 点 的 {on} 的 数目 . 计算 机 
艺术 家 可 以 仔细 地 对 无 穷尽 的 可 能 性 进行 实验 , OPP TIA REE AREA 
深刻 的 彩色 图 像 , 这 些 图 像 已 经 可 以 利用 相对 较 少 的 变换 产生 . 

也 许 在 这 一 市 的 末尾 谈 谈 关于 利用 大 代 函数 系 来 摘 绘图 像 的 一 些 “ 优 点 和 缺 
点 ”是 合适 的 . 利用 上 自 相似 性 和 上 自然 的 迭代 , 确实 在 人 造物 体 中 通常 能 保证 可 以 由 
较 少 (可 能 小 于 100) 的 压缩 变换 , 以 及 有 效 的 概率 来 描述 有 关 情 和 景 . 这 显示 了 可 比 
较 的 信息 的 巨大 的 浓缩 , 比如 描述 细 市 所 需 的 精细 的 网 格 中 , 每 个 正方 形 的 颜色 . 相 
应 的 缺点 是 在 图 像 的 不 同 部 分 之 间 有 高 度 的 相关 性 , 这 个 方法 对 一 棵 树 整 体 的 图 像 
描绘 是 相当 好 的 , 但 如 果 在 不 同 分 文 上 的 树叶 的 精确 排列 次 序 需 要 重要 描绘 时 , 这 
种 方法 就 不 好 用 了 . 给 定 了 仿 射 压缩 集 , 图 像 的 复制 是 直 截 计算 的 结果, 适宜 于 平行 
计算 , 同时 是 稳定 的 压缩 变换 的 很 小 变化 导致 了 吸引 子 的 很 小 变化 . 这 些 压 
缩 变换 可 以 在 任意 小 的 尺度 上 定义 图 像 , 并 且 容 易 绘 出 小 区 域 的 特写 . 目前 这 个 方 
法 的 主要 缺点 是 较 难 得 到 描述 给 定 的 物体 和 图 像 的 压缩 变换 集 . 


9.6 FILMS NA 


SP STH IA (UPAR AE Hutchinson(1981), 时 然 类 似 的 思想 在 较 早 就 
存在 着 . 和 目 相 似 集 的 维 数 公 式 的 一 个 变形 , 实质 上 是 Moran(1946) 给 出 的 . 有 关上 月 
相似 集 和 其 他 不 变 集 的 计算 机 图 像 的 文献 很 多 , Mandelbrod(1982), Dekking(1982), 
Peitgen, Jürgens and Saupe(1992), Barnsley(1993) 等 就 包含 许多 有 趣 和 美丽 的 例子 . 
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关于 热力 学 形式 的 细节 和 定理 9.9 的 材料 可 参见 Ruelle(1983), Bedford(1991)， 
Beck and Schlégl(1993), Falconer(1997) 和 Pesin(1997) 的 工作 . 

对 目 仿 射 集 的 讨论 由 Mandelbrot(1986) 24414, Peres and Solomyak(2000) 讨论 
了 维 数 性 质 . 例 9.11 的 全 部 细节 由 McMulleu(1984) 给 出 , 而 定理 9.12 的 详细 证 明 
可 在 Falconer(1988) 和 Solomyak(1998) 中 找到 . 

这 些 思想 在 很 多 方向 上 都 有 发 展 . 例如 , 带 有 无 限 多 个 变换 的 IFS, W, Mauldin 
and Urbariski(1996,1999); 图 像 的 直接 构造 , 参见 Mauldin and Williams(1988). 

图 像 的 压缩 和 编码 的 应 用 由 Barnsley(1993), Barnsley and Hurd(1993), Fisher 
(1995) 论述 . 


练 习 


9.1 验证 瞪 斯 多 夫 距 离 满 足 距离 条 件 . 

9.2 找 出 一 对 及 上 的 相似 变换 , 以 区 间 [0, 1] 为 吸引 子 , 进而 找 出 无 穷 多 对 这 样 的 变 
Hh. 

9.3 RH (i)4 个 和 (iD)3 个 R 上 的 相似 变换 , 使 三 分 康 托 尔 集 分 别 是 它们 的 吸引 子 . 对 
每 种 情形 , 验证 In2/in3 EA (9.13) 的 解 . : 

9.4 BH (MERER) 定义 von Koch 曲线 OLA 9.2) 的 4 个 基本 相似 变换 . 找 出 一 
个 满足 开 集 条 件 的 开 集 ， 从 定理 9.3 推出 von Koch 曲线 的 盒 维 数 和 之 斯 多 夫 维 数 确实 是 
In4/In3. 

9.5 找 出 图 0.5 给 出 的 集 的 IFS, 并 证 明 出 它 的 之 斯 多 夫 维 数 和 盒 维 数 由 4 (3) + 
的 -me 

9.6 ” 绘 出 以 一 [一 为 生成 元 : 构造 分 形 的 前 几 步 , TAG AE Se ee 
等 于 多 少 (T 字形 竖 的 短 把 是 横 线 长 度 的 1/4)? 

9.7 是 由 类 似 康 托 尔 集 构造 而 得 的 集 , 在 构造 的 每 一 步 左边 留 下 的 区 间 长 度 是 原 长 
度 的 1/4, AWE 1/2. Bae Eo PER IB] [1,0], W E 由 (0, 1/4] 和 [1/2, 1] 组成. 以 此 类 推 ， 
K 下 的 上 斯 多 夫 维 数 和 盒 维 数 . 

9.8 ”描述 以 下 及 上 的 IFS 的 吸引 子 : 


G) S(x) = La, S2(2) = Lx + 


(ii) Si(z) = =, S2(7) = = + 


(ili) Si(z) = =, Se(z) = =o + 
9.9 把 单位 正方 形 Eo 分 成 ”个 边 长 为 1/p 的 小 正方 形 , 用 一 般 的 方法 在 它们 中 选 


取 m 个 形成 Fi. 设 Si(1 < i < m) 为 把 Eo 映射 为 这 些小 正方 形 的 相似 变换 . 证 明 如 此 定 
义 的 IFS 的 琢 引 子 F 的 维 数 是 dimy F = dimg F = Inm/Inp. 
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9.10 i Sı, S2 : [0,1] — [0,1] 分 别 由 Si(x) = 7z/(2 十 x) 和 9S2(z) = 2/(2+2) AM, 
证 明 这 两 个 变换 的 吸引 子 F 满足 : 0.53 < dimy F < 0.81. 
9.11 证 明 ; 对 满足 定理 9.3 的 任何 相似 集 F 和 任意 ze RA 


cı <S D(F, £) < D(F,2) S c2 


其 中 cl 和 co 是 正常 数 ( 见 密度 的 定义 式 (5.2) MA (5.3)). 

9.12 设 51,…,Sm Æ R” 的 子 集 D 上 的 双 利 普 希 茨 压缩 映射 , F 是 满足 式 (9.2) 的 
吸引 子 . 证 明 : 如 果 V 是 任意 与 F 相交 的 开 集 , WPA POV 有 相同 的 之 斯 多 夫 维 数 、 相 
同 的 上 盒 维 数 和 相同 的 下 盒 维 数 . 并 由 推论 3.9 证 明 dime F = dimpF. 

9.13 在 下 列 两 种 情形 下 验证 例 9.11 中 的 党 斯 多 夫 维 数 公式 : 

(a) X31 <j <p, N; =N; 
(b) X 1 <j <p, N =N RO (N 是 整数 , 且 1<N <g). 
(提示 : 参见 例 7.13.) 

9.14 计算 图 9.11 PRR KARAM. 

9.15 给 定 集 的 一 个 生成 元 , 编制 一 个 绘制 平面 自 相似 集 的 计算 机 程序 . 

9.16 ”编写 一 个 计算 机 程序 , 用 来 绘制 平面 区 域 的 给 定 压 缩 变换 集 的 吸引 子 ( 见 9.1 节 
末尾 ). 研究 相似 变换 、 仿 射 变 换 的 吸引 子 , 试 做 一 些 非 线性 变换 的 研究 . 如 果 你 感到 还 有 余 
Ji, 可 以 编写 一 些 利 用 计 盒 维 数 的 方法 估计 这 些 集 的 维 数 的 程序 . 
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分 形 通常 可 以 用 数论 的 术语 来 定义 . 例如 , 三 分 康 托 尔 集 是 由 在 3 进 制 的 展开 
A, 只 包含 数字 0 和 数字 2 的 、0 和 1 之 间 的 数组 成 . 本 章 讨论 经 典 数论 中 出 现 
的 三 类 分 形 , 用 这 些 例子 来 说 明 本 书 前 一 部 分 出 现 的 一 些 概 念 . 


10.1 数 的 数字 分 布 


在 这 一 节 , 考虑 实数 按 m 进 制 的 展开 , 这 里 m > 2 是 一 个 男 定 的 整数 ， 设 
po,PD1 ,pm-1 是 和 为 1 的 “比例 ”, 即 0<p;<1, 且 Do pi=1. 令 下 (po pm 1 
是 (0,1) 上 满足 下 述 条 件 的 数 r 构成 的 集合 : r 的 按 m 进 制 的 展开 式 中 , 分 别 按 比 
例 po,… ,pm-1 包含 数字 0, 1, …,m 一 1. 更 精确 地 说 , 如 果 nj (el) 代表 在 z 的 按 
m 进 制 的 展开 式 中 , 前 * 个 位 置 中 数字 j 出 现 的 次 数 . 则 


F (p0,°°+,;Pm—1) = 2 € [0,1): jim ny (zlk) /k = p;i, HFA j =0,1,---m—-1 
| (10.1) 

这 样 , 可 认为 (1/3, 2/3) 是 在 按 2 进 制 的 展开 式 中 , “三 分 之 二 ”是 1, 而 其 余 是 0 
的 数 的 集合 . 

众所周知 , 对 几乎 所 有 的 数 (在 勒 贝 格 测度 的 意义 下 ) 按 任 意 进 制 的 展开 式 都 是 
E% iy (normal); 也 就 是 说 , 对 任意 的 m, Æ m 进 制 的 展开 式 中 , 数字 0, 1, ---,m—1 
出 现 的 比例 部 相等 . 用 上 面 给 的 记号 , 即 对 任意 m, F (m-!,…,m-!) By E 
都 等 于 1, 维 数 也 是 1. 矛盾 的 是 , 谁 也 没 举 出 过 按 任意 进 制 展开 都 正常 的 数 的 明确 
例子 . 但 是 , 可 以 用 豪 斯 多 夫 维 数 描述 pi 不 全 相等 时 集 F (po, ,pm_1) 的 大 小 .( 这 
样 的 集 在 [0, 1) 上 是 稠 的 , 所 以 其 盒 维 数 为 1.) 

在 下 面 的 证 明 中 利用 了 质量 分 布 的 技巧 , 质量 分 布 SARE PSUR IIE R 
现 的 . 注意 , 这 里 采用 了 一 个 通常 的 约定 0xln0=0. 

命题 10.1 F= F (po,---,pm—1) 的 定义 如 上 , 则 


m—i 


E 
dimu F=- a np 


证 明 ”这 个 证 明 最 好 从 概率 方面 来 考虑 . 设想 按 m 进 制 展开 的 数 z=0. iiz. 
是 按 下 述 方法 随机 选 出 的 : 对 每 个 ,第 个 数字 ir 独立 地 以 概率 p; 取 值 7. 因此 
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以 [0,1) 作为 样本 空间 , HAE [0, 1) 的 子 集 上 定义 概率 测度 P, 使 得 如 果 大 是 
m 进 制 的 展开 式 中 以 0. iiz -is 开 头 的 那些 数字 组 成 的 天 水 平 基本 区 间 , 那么 一 
个 数 属于 这 个 区 间 的 概率 为 


P i, ,.--5ig) = Diy Di (10.2) 


给 定 j, 对 k=1, 2 …… 事件 “z ASR k PR” 是 相互 独立 的 . 强大 数 定律 ( 见 
练习 1.27) 的 一 个 结果 是 , 在 取 数 的 重复 独立 试验 中 , 事件 发 生 的 频率 以 概率 1 趋 
近 于 事件 发 生 的 概率 . 这 样 , 以 概率 1, 对 任意 的 j, 当天 一 co 时 


nj (nje) /k = (在 前 个 数字 中 出现 的 次 数 )/k 一 pj， 


因此 PUP) = 1. 把 那些 包含 z H k KERKE (长 度 为 m-*) 记 为 lE) = .i 
对 固定 的 y, 通过 对 式 (10.2) 取 对 数 , TTAN ze J (y) 的 概率 由 下 式 给 出 : 


ln P (Ix (y)) = no (ylk) In po t+ nm-1 (ye) ln pm—1. 


WMR y E F, 则 对 每 个 j, 当天 一 oo 时 , nj (ylk) /k > pi, 所 以 


1, P(I(y)) 1 1 ks 所 
—In = —lnP (I 一 一 有 人 ”一 i mp; +sinm. 
ED RP RW) 5 2 Pimp 


因此 , 对 五 中 所 有 的 y, “E E” 
P(UTe(y)) _ | 0 如 果 s<9 


ko0 |Ik) | oo 如 果 s>9 
这 里 
1 m— l1 
0 = -ihm 2, Pilnp: 


这 实际 上 已 是 命题 4.9 中 的 情形 了 . 如 有 果 把 “球面 密度 ”lim u (B (x,r)) /r* 用 这 里 的 
区 间 密 度 来 代替 的 话 , 则 同样 的 结论 成 立 并 且 可 以 用 同样 的 方法 证 明 . 于 是 , 如 果 
s <0, Wl He(F) = œ; WẸ s > 9, Wl He (F) = 0, 这 正 是 所 要 证 明 的 . 口 


10.2 Æ% 分 数 


可 以 利用 连 分 数 展开 式 代 蔡 m 进 制 展开 式 来 定义 数 集 . 任 一 个 不 是 整数 的 数 
x Bp HY AE x 


T= ao + 1/21, 
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这 里 ao 是 一 个 整数 , 并 日 zi > 1. 类 似 地 , 如 果 zi 不 是 整数 , 那么 
£1 = @ + 1/22, 
这 里 xo > 1, 所 以 
r = ao +1/(a, + 1/29). 
按 这 种 方法 继续 下 去 , 对 每 个 
x = ao + 1/(aı + 1/(a2+1/(--+1/(ak-ı +1/zx)))), 


假设 在 每 一 步 re 都 不 是 整数 , 则 称 整 数 序列 a0, 01,02,--- 是 x 的 部 分 商 (partial 


quotients), 并 记 
1 1 1 


al 十 a2 十 as 十 …: 
A x Wit AF (continued fraction expansion). 4 HAX « 是 有 理 数 时 , 这 个 展 
开 在 有 限 项 结束 , 否则 取 有 限 项 ， 


ao + 1/(a1 + 1(a2 +1/(---+1/az))) 


给 出 了 一 个 逼近 z 的 有 理 数 序列 , 4 k — co 时 , EKAR r. (事实 上 , 连 分 数 与 丢 
番 图 逼近 理论 有 密切 的 关系 , 见 10.3 节 .) 


T = Qo + 


连 分 数 的 例子 包括 | | 
v2= 1+ 于 于 于 二 
1 1 1 1 
3=1+ 于 于 下 于 一 


更 一 般 地 , 任何 二 次 根 式 (也 就 是 , 具有 整数 系数 的 二 次 方程 的 根 ) 最 终 都 有 周期 性 
的 部 分 商 . 

正如 下 一 个 例子 中 表明 的 那样 , 由 加 在 部 分 商 上 的 一 些 条 件 定 义 出 来 的 数 集 经 
常 是 分 形 . 

例 10.2 设 矿 是正 实 数组 成 的 数 集 , 其 上 的 元 素 Z 都 具有 无 穷 的 连 分 数 展 开 
式 , 且 它们 的 部 分 商都 等 于 1 或 2. PA F ADH, 且 0.44 < dimy F < 0.66. 

证 明 OA LP RY (因为 它 的 余 集 是 开 的 ), 且 是 有 界 的 (因为 Fc [3]). 此 
yh, 只 有 当 z=1+1/y X r=2+1/y H y € KW, AA ce F. 所 以 奉令 Sı (x) = 141/2 
和 So(x) = 2 + 1/2, BA F = S1 (F)USo(F), RAD, ÆA (9.2) 的 意义 下 , F 
FLIER MRA {51 , So} 的 吸引 子 . EXE, F 恰好 就 是 例 9.8 中 所 分 析 过 的 集 , 在 
那里 , 已 经 指出 它 的 之 斯 多 夫 维 数 介 于 0.44 和 0.66 之 间 . Ll 

随 着 计算 方法 的 发 展 , 由 连 分 数 展开 定义 的 集合 维 数 已 经 很 精确 . 例 10.2 中 集 
F 的 豪 斯 多 夫 维 数 是 0.5312 80506.…. 

显然 , 改变 加 在 部 分 商 上 的 条 件 , 可 以 得 到 某 些 变换 的 不 变 集 的 其 他 分 形 . 
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10.3 ARBA 


对 给 定 的 一 个 无 理 数 zx, 用 不 大 于 go 的 og 作 分 母 的 有 理 数 p/q 来 逼近 z 可 以 
接近 到 什么 程度 ? 丢 番 图 允 近 就 是 研究 这 类 问题 的 , 它 可 以 出 现在 很 实际 的 情形 中 
(Ui 13.6 77), 经 典 Dirichlet 定理 ( 见 练习 10.8) 指出 , 对 任何 实数 zx, 有 无 限 多 的 正 
整数 q 使 得 


< 1 


对 茶 个 整数 p 成 立 ; 这 样 的 p/q 是 对 x 的 “好 的 ” Abe. 等 价 地 有 


l 


llazl| < g7 


对 无 穷 多 个 q MAL, 这 里 |ly|| = minmez ly 一 m| 表示 y 到 最 近 整 数 的 距离 . 
存在 可 应 用 到 几 子 所 有 的 数 z 上 的 Dirichlet 定理 的 变化 形式 . 可 以 证 明 , 如 果 

Vla) 是 a 的 不 增 图 数 , 且 0 < yla), 则 根据 Doa V(O 发 散 或 者 收敛 , 分 别 对 应 对 

几乎 所 有 的 zx, 或 者 几乎 没有 z( 在 1 维 勒 贝 格 测度 的 意义 下 ), 使 无 限 多 个 q 满足 


laz|| < wg). (10.3) 


在 后 一 种 情况 下 , 使 式 (10.3) 有 无 穷 多 个 解 的 zx 的 集合 不 仅 勒 贝 格 测度 为 零 , 而 且 
经 党 是 分 形 . 

把 使 

lazl| < a ° (10.4) 

对 无 穷 多 个 正 整数 9 成 立 的 数 z 称 为 是 a 很 好 可 逼近 的 (a-well approximable). 自 
然 要 问 a > 2 时 , 这 个 集 有 多 大 , 当然 , 还 要 问 , 这 样 的 无 理 数 是 否 确实 存在 . 下 面 将 
证 明 Jarnik 定理 , 就 是 a REEERE RARER E 2/a. 

几乎 立即 可 由 例 4.7( 核 对 一 下 !) 得 出 a 很 好 可 通 近 的 数 集 的 维 数 至 少 是 1/a， 
更 精确 的 要 求 是 要 得 到 2/a 的 值 . 具体 的 想法 如 下 , 设 Go 是 满足 式 (10.4) 的 [0,1] 
中 的 r 的 集 ; 一 个 因子 分 解 方 面 的 论证 可 以 证 明 , 如 果 n 是 一 个 较 大 的 整数 , 而 
P1, P2 是 素数 量 n < pı, P2 < 2n, ny Gpl 种 Crp2 是 不 交 的 (除去 很 接近 0 或 1 的 点 
外 ), 粗略 地 说 , 集 

A, = U Gp 
p 是 素数 


由 ?np<an l/p = n?/ Inn 个 具有 相当 规则 的 间距 , H FREBAYA 2 (2n) | 的 区 
间 组 成 . 由 此 , 如 果 nk 是 增加 得 很 快 的 序列 , 那么 交集 À Hn HEREDE 2/0 
注意 到 属于 这 个 交集 的 任何 数 都 属于 无 穷 多 个 Gp, 所 以 是 a TRE A. 
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Jarník 定理 10.3 ”假设 w>2?2, 设 下 是 使 下 面 不 等 式 对 无 穷 多 个 正 整 数 g 成 
立 的 [0,1] 中 的 实数 r 所 组 成 的 集合 : 


lga|| < 9 一”. (10.5) 


W] dimy F = 2/a. 

* 证 明 ”对 每 个 g, 用 Gp 表示 满足 式 (10.5) 的 [0, 1 中 z 的 集合 , MA Gp 
由 g 一 1 个 长 度 为 24-* 的 区 间 和 两 个 长 度 为 9- 的 “西端 ”区 间 组 成. 显然 , 对 
每 个 k, FC U cp 所 以 取 q > kW Gp 为 了 的 覆盖 , 则 如 果 2k74 < 6, 即 得 


HEF) < ope (4 + 1) (247%); 如果 s > 2/a, FRI ST (a +1) (207°) ca, 所 以 
jim > ok (q+ 1)(2g °)s = 0, A Hs(F)=0, 因此 dimy F = 2/a. 

设 G 是 满足 式 (10.5) 的 (gq™°*,1 一 gq“) 中 的 z 的 集合 , 所 以 Gi 恰好 是 去 挥 
两 端 区 间 的 Go. 设 ”是 一 个 正 整 数 , 并 假设 pi 和 po 是 满足 7n < pi < po < 2n 
的 素数 . 下 面 证 明 GL, 和 GL, 是 不 交 的 , 并 且 分 离 得 相当 好 . 对 1 <r <p, 以 及 
1 72 < po, 因为 pl 和 po WERK, 所 以 pire A pori. Fie 


ri T2 


Pı P2 


即 如 果 分 别 从 Go 和 Go 中 任意 取出 一 个 区 间 , 这 两 个 区 间 的 中 点 间 的 距离 至 少 是 
1/4n?. 因为 这 些 区 间 的 长 度 最 大 为 2n-°, 所 以 对 茶 个 充分 大 的 数 no, WMA n > no, 
则 Ga 中 的 任何 点 与 Gzs 中 的 任何 点 的 距离 至 少 是 zm ”一 2n > gn 对 这 个 
n, 集 


1 1 
= ori 一 pPire| 2 — 之 一 一 
pıp2 p pire pip2 An? 


H= U Gy 
p ERR 


是 G, 中 的 区 间 的 不 交 并 , 所 以 Hn 由 长 度 至 少 为 (2n)-° 的 区 间 构 成 , 并 且 他 们 被 
长 度 至 少 为 sn-? 的 间隙 分 隔 开 . 如 果 I C [0,1] 是 任何 满足 3/| <n <p < 2n 
的 区 间 , 那么 至 少 有 pil|/3 > nlI|/3 个 GL 的 区 间 完 全 包含 在 工 中 的 . 素数 定理 的 
一 种 表述 是 : 在 2 与 之 间 的 素数 的 个 数 渐 近 为 mw/ Inm, 所 以 对 于 某 个 充分 大 的 数 
ny 之 no, WÈ nsni, M (n, 2n) 范围 内 至 少 有 n/Qlnn) 个 素数 . TEA Nn 2n H 
|I| > 3/n 时 , 至 少 有 
m | (10.6) 
6lnon 
个 Ay, 的 区 间 包 含 在 I P. | 
为 完成 证 明 , 可 应 用 例 4.6. W ni WE, 对 天 = 2,3,--- Rn, = max{nk_,,3 x 2? 


n_i}, 这 里 a> a 是 整数 . 设 Eo 一 [0, Lj, 对 k 一 1,2,---, 设 Ek 是 由 An, 中 完全 
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包 合 在 Ek- 内 的 全 部 区 间 组 成 .Ei 的 区 间 长 度 至 少 为 Qn.) l 并且 由 长 度 至 少 为 
Ek = nk AERAR. 应 用 式 (10.6), Bk_1 的 每 个 区 间 至 少 包含 mx 个 Erk 的 
区 间 , 这 里 , 如 果 天 2, 
nx (2ng—1) | CNENE I 

6 in nx Inny 


其 中 c= 272/6. 由 式 (4.7)( 取 mi = 1), 因为 分 子 、 分母 的 主要 部 分 是 nne- 的 那 
些 项 .( 注 意 Inn, = Kinng-1, 所 以 对 于 充分 大 的 k, In nx = ck!) 所 以 


hp = 


k=1 
In er-2ni® (no s. np—2) 2 n? (In na)! s.. (ln m1) | 
> lim TT 
k—00 — ln ong (8 In nx) | 


| ln ce-2nie (no. ‘Nk_2) ° (In n2)? ---(n m1) "| 十 2]nmk -1i 
~ ooo — In (c/8) + Ink (Inng_-1) + alm ng-1 
=2/a 


如 果 对 任意 的 ,x E€ Ek C An,, 则 zz 属于 无 穷 多 个 G4, 所 以 x € F, KAE dimy F > 
2 / a. L) 

*|[ 本 节 的 剩余 部 分 可 以 略 去 .| 

很 明显 , Jarnik 定理 中 的 集 F 在 [0,1] PR, 上 且 对 任 一 区 间 I, dima (FAI) = 
2/a. 然而 不 仅 如 此 , F 还 是 在 8.2 节 讨 论 的 那 种 “大 交集 ”, 并 且 有 一 些 惊 人 的 结果 . 
对 于 下 面 的 命题 中 Cs 的 定义 , 参见 式 (8.7) AIK (8.8). 

命题 10.4 设 a>2. sR EF AK |r| 和 qi * HAF Fh 9 成 立 的 正 数 集 ， 
那么 对 任意 s < 2/a, F € Cs [0, 00). 

证 明 注 记 “对 这 个 命题 的 证 明 , 先 根 据 Jarnik 定理 10.3 AUER Hn 定义 的 部 
分 , 然后 把 例 8.9 的 方法 和 素数 定理 的 估计 方法 结合 在 一 起 , 证 明 lim Hg, (IN Hn) = 
Hs (1). 稍微 不 同 的 方法 是 要 求 估 计 那 些 能 与 覆盖 区 间 U 相交 的 Hn 的 区 间 的 数 
A, 而 A, 中 的 区 间 能 否 与 覆盖 区 间 相 交 取 决 于 |I| < I /n 或 | 开关 了 /nm 口 

由 命题 10.4 首先 得 出 的 推论 是 dimy F = 2/a, 这 已 经 由 Jarnik 定理 证 明了 . 
然而 , 命题 8.8 告诉 我 们 F 的 光滑 双 射 的 像 也 在 C* 中 . 于 是 , 如 果 s < 2/a, 则 对 
任何 连续 可 微 且 满足 |a) > c > 0 的 函数 f : ab] 一 R, 都 有 fE Nla b) 在 
Cs [f (a), f (b)] P. 取 一 组 函数 fm (£) =21/™, 对 于 s< 2/a, WA fm (F)N [1,2] € 
Cs [1,2] F. 由 命题 8.6 MA fm (FP) NIL, 2] Æ C*[1,2] 中 , 所 以 
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dimy (A fm (P) ) = 2/a. 
但 是 
fm(F) = {x |lan™|| < qi-* 对 无 穷 多 个 9 成立 } 


因此 这 已 经 证 出 , 由 所 有 正 整 数 才 都 是 a 很 好 可 通 近 的 数 zx 组 成 的 数 集 , SETA Fe 
维 数 都 等 于 2/a. 
显然 , 可 以 利用 函数 fm 的 不 同 序列 得 出 很 多 变化 . 


10.4 EHSF AM 


介绍 数论 的 书籍 浩如烟海 ,Hardy and Wright(1979) X mA FEIRER 
HJ T. 

按 m 进 制 展开 的 数字 分 布 的 维 数 分 析 可 以 在 Billingsley(1978) 中 找到 . 很 多 数 
论 的 教材 中 都 讨论 了 连 分 数 . Rogers(1998) 和 Bumby(1985) 讨论 了 维 数 方向 的 问 
题 ; Mauldin and Urbanski(1999) 在 具有 无 穷 多 个 映射 的 近代 函数 系 的 框架 下 , 也 考 
虑 了 维 数 问题 ，Hensley(1996) 计算 了 大 量 由 连 分 数 定 义 的 不 同 数 集 的 之 斯 多 夫 维 
IX. 

Fe RU AY SESE BUR A] MAZE Cassels(1957) 和 Schmidt(1980) 中 找到 . Jarník 

(1931), Besicovitch(1934), Eggleston(1952) 和 Kaufman(1981) 给 出 了 Jarník 定理 的 
WEES. Bernik and Dodson(1999) 的 书 讨论 了 许多 丢 番 图 逼近 的 维 数 方面 的 问 
Ei. 

一 些 关于 分 形 和 数论 之 间 的 新 的 联系 可 以 在 Lapidus and Frankenhuysen(2000) 
中 找到 . 


练 J 


10.1 RH R 上 的 相似 的 近代 函数 系 , 使 它 的 吸引 子 F 是 由 区 间 (0,1) 上 、10 进 制 的 
展开 式 中 只 有 偶数 的 数组 成 的 集合 . 并 证 明 dimy F = In5/ In 10. 

10.2 证 明 在 式 (10.1) 中 的 集 F (po,---,pm—1) 是 在 式 (9.2) 的 意义 下 的 m 个 相似 变 
换 集 的 吸引 子 .( 它 当然 不 是 紧 的 .) 

10.3 找 出 以 3 为 底 的 展开 式 中 “2 的 数目 是 1 的 数目 的 2 倍 ” 的 那些 数 所 组 成 的 集 
的 家 斯 多 夫 维 数 .( 即 , 使 下 式 两 边 的 极限 都 存在 且 2 lim ma (x|) /k= lim ma (zlx)/k 成 立 
的 那些 m.) 

10.4 找 出 下 面 两 个 数 的 连 分 数 表 达 式 (i) 41/9 A (ii)v5. 

10.5 什么 数 有 如 下 的 连 分 数 表 达 式 


1 1 1 


—— —— m 
FEGI 
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10.6 利用 V2 的 连 分 数 表达 式 ( 它 的 部 分 商 是 1, 2, 2, 2, -… ) 得 到 V2 的 某 个 很 好 的 
有 理 通 近 .( 事 实 上 , 把 从 第 个 部 分 商 开始 的 部 分 分 数 去 掉 , 所 得 到 的 数 给 出 了 由 分 母 相等 
EA) EBS AS ROUN AY a UP FA BT.) 

10.7 求 连 分 数 展开 的 部 分 商 只 包含 数字 2 和 3 的 正 数 所 构成 的 集 , FORT RA SET 
多 夫 维 数 和 盒 维 数 的 估计 . 

10.8 Ws 是 实数 , Q 是 正 整数 . 通过 考虑 数 {rx (mod1) :7 =0,1,2---,Q}, 证 明 狄 利 
BiB (Dirichlet) 定理 : 即 , 存在 一 个 满足 0 <q <Q 的 整数 g, 使 得 ||gzl| < Q7. 由 此 推出 
有 无 穷 多 个 正 整 数 q, 使 得 larli < g+. 

10.9 设 n 和 4 是正 整数 , 证 明 如 果 丢 着 图 方程 z” 一 dy" = 1 AREAN (x,y), 其 
中 xz Al y 都 是 正 整 数 , 那么 dl 一 定 是 mn” 很 好 可 通 近 的 . 

10.10 固定 a > 3, 令 FF 是 R* 上 使 得 |ar| < q < M laul < 和” 对 无 穷 多 个 正 
整数 g 同时 成 立 的 (x,y) 所 组 成 的 集合 . 用 与 定理 10.3 第 一 部 分 的 证 明 相 似 的 方法 , 证 明 
dimy F <S 3/2. (JE, 利用 证 明 中 留 下 的 那 部 分 证 明 的 推广 , 可 以 证 明 dima F = 3/a.) 

10.11 证 明 对 于 任意 的 正 整数 m, 使 (z +m)? 都 是 a 很 好 可 通 近 的 实数 x 所 组 成 的 
集合 的 这 斯 多 夫 维 数 等 于 2/a. 
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许多 同时 具有 理论 和 实际 重要 性 的 令 人 感 兴趣 的 分 形 是 以 函数 图 的 形式 出 现 
的 . 确实 , 当 许 多 现象 被 给 制 成 时 间 的 函数 时 , 就 显示 了 分 形 的 特性 . 相应 的 例子 包 
括 风速 , 容 融 中 液体 的 水 平 高 度 , 股票 市 场 的 数据 和 价格 等 , 至 少 当 记录 的 数据 跨越 
较 长 的 时 间 间 隔 时 便 是 如 此 . 


11.1 的 维 数 
考虑 函数 f : [a,b] 一 R, 在 一 定 的 条 件 下 , 作为 (2) 坐标 平面 子 集 的 图 
graphf = {(t, f(t)):a<t <b} 


可 能 是 分 形 (注意 ， 为 了 与 本 书后 面 的 部 分 一 致 , 这 里 使 用 了 坐标 (t,x)， 而 不 用 
(x,y), 因为 独立 变量 通常 都 是 时 间 )， 如果 f 是 连续 可 微 的 ,， 则 容易 看 出 eraphf 
的 维 数 是 1, 而 且 它 确实 是 规则 1 集 ( 见 5.1 49). 如 果 f 是 有 界 变 差 的 , 即 对 任意 的 
SPB) a = to <ti <-++tm =b, DO IF (ta) 一 了 (ti41)| 小 于 或 等 于 某 个 常数 , 则 结果 
也 是 一 样 的 . 然而 , 也 可 能 有 的 连续 函数 是 相当 不 规则 的 , 并 且 具 有 维 数 严格 大 于 1 
的 图 . 也 许 人 们 最 玖 悉 的 例子 是 


f(t) = 》 Xe sin (A*2), 
k=1 


其 中 1<s<2, 入 >1. KP RMP LBRO E AA A OT RAY ESE BH 
例子 , 它 的 图 的 盒 维 数 等 于 s, 并 且 人 们 相信 其 察 斯 多 夫 维 数 也 是 $. 

首先 导出 一 些 简单 的 但 有 广泛 应 用 的 关于 函数 图 的 盒 维 数 的 估计 . 给 定 函 数 S 
MKE [t1, te], 这 里 记 Ry 为 f FERIA ti,t2 上 的 了 最 大 变化 范围 (maximum range), 
BẸ 

Relti,te] = sup |f (t) -— f(u). 
ti St, ust 

命题 11.1 & f: [0,1] 一 R 连续 , RHO<S5 <1 HA m 是 大 于 或 者 等 于 

1/6 的 最 小 整数 . 如 采 Ns 是 6 网 正 万 形 与 graphf 相交 的 正方 形 个 数 ， 则 
m—1 


m—1 
6 一 ` R; (id, (i + 1)6] < Ns < 2m +87! ` Rr (i6, (4 + 1) 6} | (11.1) 


i=0 1=0 
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证 明 由 上 了 的 连续 性 知 , 与 graphf 相交 的 , 在 区 间 [i6, (@ + 1) 4) 上 的 柱 集 内 的 
边 长 为 6 的 网 正方 形 个 数 最 少 为 Ry [i6, (6 +1) 6] /5, 而 最 多 为 2 + Ry lið, (i+ 1) 4] 
/6 个 , 对 所 有 这 样 的 区 间 求 和 即 得 式 (11.1), 这 由 图 11.1 说 明 . 口 


图 11.1 在 宽度 为 5 的 区 间 上 面 的 柱 集 内 与 S 的 图 相交 的 网 正方 形 个 数 近似 
等 于 f 的 变化 范围 , 对 这 些 个 数 求 和 给 出 了 /图 的 盒 维 数 的 估计 


这 个 命题 立即 可 以 应 用 到 满足 Holder ZF ARLE. 

推论 11.2 Hf: (0,1) 一 及 是 连续 函数 

(a) 设 |f(t)-f(u)|<clt-ul?* = (0<t,u<1) (11.2) 
# F c>0,1 <8 < 2, A| H*(graphf) < oo E dimy graphf < dimg graphf < 
dimg graphf < s. 对 某 6 > 0, 4% lt—ul < 6 时 ， 如 果 式 (11.2) RÈ, 则 .上述 结论 仍 

(b) 设 存 在 数 c>0,560>0 和 1<s<2, 使 得 对 任意 的 te[0,l1] 和 0<6< ðo, 
Hi u HR |t —ul <6 和 

|f (t) — f (w)| > 67-8. (11.3) 

则 s < dimp graph f. 

证 明 (a) 由 式 (11.2) BURIRT O < ti, te <1, 有 Rylti,t2] < elti — te|?-*. 

利用 命题 11.1 中 的 记号 , m < (14+. 67+) AIX (11.1) 得 

Ns < 2m+67'mcd?~* < (1 +871) (2 + 06 6 3) < cd: 

其 中 cl 与 6 无 关 , 由 命题 4.1 即 得 结论 . 

(b) 同样 的 方法 , A (11.3) 意味 着 Rell, te] 2 celti — t2775. HAO * cm, 由 式 
(11.1) 即 有 : 


Ns > ` lmeð? s > ôte legte 一 cb 一 
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所 以 由 等 价 定义 3.1(iii) 得 s < dimp graph f. 口 
遗憾 的 是 , 比 起 盒 维 数 来 说 , 函数 图 的 察 斯 多 夫 维 数 的 下 界 估 计 是 非常 不 容易 
求 得 的 . 
例 11.3 “” 魏 尔 斯 特 拉 函 数 设 入 >1 和 1<s<2, 由 下 式 定 义 了 上 :[0,1 一 及 
f(t)= > NE—2DE sin (A*t), (11.4) 
k=1 


Riko KR 入 充分 大 , dims graph f = s. 
计算 ”给 定 0<h< 和 1, 设 NN 是 使 


ATNI) <sh< ATN (11.5) 


的 整数 , 则 


N 
If (t +h) — f E| <5 > ACTE |sin (AF (t + h)) — sin (A*t) |+ 


k=1 


XO ACZ |sin (AF (t + h)) — sin (A*t)| 


k=N+1 
N OO 

< SAE MA + ^ 2A(572)k 
k=1 k=N+1 


其 中 在 前 N 项 利用 了 不 等 式 [sinu 一 sinv| < lw 一 v|( 由 中 值 定理 可 以 得 到 ), 而 后 
一 部 分 利用 了 [sinul < 1. 对 上 式 中 的 两 个 几何 级 数 求 和 并 利用 式 (11.5), 


hA(s—DN 2 (s—2)(N+1) 
|f (tth)— fs TS 十 Xe SC 


其 中 Hh 无关. 而 由 推论 11.2(a) 得 出 dimp graphf <s. 
与 上 面 同样 的 方法 , 但 把 求 和 分 成 二 部 分 , 前 N 一 1 项、 第 NN 项 和 余下 的 部 分 . 
如 果 ATD) < h < AN, W 


2—85 


f(t+h)— f(t) — ASTIN (sin AN (t + h) — sin A^ t) 
y\(s-2)N-s+1 2 Ms—2)(N+1) 
Soy tt I Na 
BLA > 2 充分 大 , 则 对 任意 N, 式 (11.6) 的 右边 小 于 NOON, 对 5 <A- HY 
满足 和 -和 5< 和 -9 BY ON, 对 每 个 t, 可 以 选择 hh 满足 和 1D Ch dN <, 
使 得 |sin NY (i + h) 一 sin 和 Nt| > 1/10, 所 以 由 式 (11.6) / 


(11.6) 


— > 一 一 {3—-2)N _ _ (s—2)N 一 {s—2)N > s—2 2—8 
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由 推论 11.2(b) 得 dim, graphf > s. 口 
图 11.2 给 出 了 魏 尔 斯 特 拉 函 数 的 几 种 情形 . 
/D3 f(D 3 
2 2 


0 0 
一 ] 一 ] 
一 7 —? 
—3 _3 
0 i 2 3 4 5 6 0 it 2 3 4 5 6 
(a) ! (c) f 
ID 3 


(b) 


图 11.2 魏 尔 斯 特 拉 函 数 f(t) = DRL ASTO sin(A"t), 其 中 入 = 1.5, 
H (a)js=1.1 (b)s=1.3 (c)s=1.5 (d)s = 1.7 


由 上 面 的 估计 立即 可 以 得 到 , 式 (11.4) 的 魏 尔 斯 特 拉 函 数 图 的 豪 斯 多 夫 维 数 最 
多 为 s. 通常 认为 这 个 维 数 就 应 当 等 于 s, 至 少 对 “大 部 分 ” 的 入 值 是 这 样 的 . 这 个 结 
论 一 直 没 有 得 到 严格 的 证 明 一 一 由 于 函数 图 的 覆盖 可 以 有 很 多 形状 不 同 的 集 , 可 
能 给 出 较 小 值 的 维 数 , 甚至 证 明 dimy graph f > 1 也 不 是 平凡 的 . 已 知 的 下 界 证 明 
是 来 自 于 质量 分 布 方法 , 它 依赖 于 对 L{t: (t, f (t)) e B} 的 估计 , EP B ER, L 是 
勒 贝 格 测度 . 函数 f 迅速 的 小 尺度 的 振荡 使 得 相对 较 少 的 函数 图 上 的 点 落 入 B 内 
所 以 测度 值 较 小 . 用 这 样 的 方法 可 以 证 明 存 在 常数 c 使 


s > dim graphf 之 s—c/lnA. 


150 第 11 章 函数 的 图 


所 以 当 和 很 大 时 , 家 斯 多 夫 维 数 不 可 能 太 小 于 猜想 的 值 s 
BAR TTS TLE BL (11.4) 是 可 以 利用 这 些 方法 的 许多 种 类 充 数 的 代表 , WMR g 是 
适当 的 周期 函数 , 应 用 类 似 的 方法 通常 可 以 证 明 : 


OO 


f(t) = SAO g( AHA) (11.7) 


k=1 
有 dimp graphf = s. 初 看 起 来 这 样 的 函数 似乎 是 人 为 设计 出 来 的 , 但 是 , 它们 是 做 
为 某 些 动力 系统 的 斥 子 出 现 的 ( 见 练习 13.9), 因此 具有 新 的 重要 性 . 
由 9.4 RRA MM RAH EOE, 选择 适当 的 仿 射 变 换 ， 
它们 也 可 以 是 函数 的 图 . 设 {S Sm} 是 表 成 下 面 矩 阵 形式 的 , 相对 于 坐标 (t, 2) 


的 仿 射 变换 ; 
RASER] e 
T ay Ci T bi 


BE Sit, x)= (t/m+(i-1)/m, a;t+ cix + bi). 
于 是 S: 把 垂直 线 映射 成 垂直 线 , 并 且 把 满足 0 和 ts<1l 的 垂直 给 条 上 的 点 映射 到 满 
Æ (i 一 1)/m < tg i/m HARE. 设 

l/m<c<!l (11.9) 


所 以 t 方 同 的 压缩 强 于 7 Fy el. 
A> pı = (0,b1/(1 — c1)) Al pm = (1, (am 十 bm)/(1 一 cm)) Æ Sı M Sm WAS, 
(it FE RAE 7 RK Cee, 使 


Si (Pm) = Siti (P1) (L<ti<m—1) (11.10) 


并 使 直线 段 [Si(pi), Si(pm)】 连结 起 来 组 成 多 角形 偶 线 .为 避免 平凡 的 情形 , 设 
Si(p1), mr Sm(p1),Pm 不 全 共 线 . 迭代 函数 系 {S;, CNN Sm} 的 吸引 子 F(R (9.2)) 
可 以 由 反复 地 用 “生成 元 ”Ei 的 仿 射 像 取代 直线 段 而 构 井 出 来 ( 见 图 11.3 和 图 
11.4). 条 件 (11.10) 保证 了 这 些 直 线段 是 首尾 连接 的 , 并 得 到 了 F 是 茶 个 连续 函数 
f : [0,1] > R 的 图 的 结果 . 注意 这 些 条 件 未 必 意 昧 着 S: 相对 于 欧 玫 里 得 距离 是 压 
缩 的 , 但 却 有 可 能 重新 定义 (x,t) 平面 上 的 距离 , 使 5; 是 压缩 的 , 而 IFS 的 理论 保 
证 了 吸引 子 是 唯一 的 . 
例 11.4 BHR i F=graph f 是 上 面 描述 的 自 仿 射 曲线 , 则 


dimpF=1+hn(cit+:.…+ cm) /lnm. 
iM FET, 是 的 5; 的 “线性 部 分 "可 以 表 成 矩阵 ， 


0 |. 
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图 11.3 AIRAA F 的 构造 过 程 , 仿 射 变换 S 和 So 把 三 角形 popipsz 分 别 变 成 poglpl 
和 piqep2, 把 垂直 线 变 成 垂直 线 , 多 角形 曲线 Eo, E1, 由 Eki = Si(Ex)U 
So(Ex) 得 出 , 并 给 出 FF 的 越 来 越 好 的 通 近 (这 种 情形 显示 在 图 11.4(a)) 


设 5,.…. i, 是 那些 m 进 制 展 开 式 中 以 0.2… 六 开头 的 tt 组 成 的 t 轴 上 的 区 间 , 其 中 
ij 一 45-1. 则 五 在 .i 上面 的 部 分 是 仿 射 像 Si oo9i (F), Exe Ti, 0- oTi, (F) 
的 平移 . 表示 成 T;,0---0T;, 的 矩阵 是 容易 导出 的 , Exe: 


mE () 


1 一 大 2—k 
| m Aii +m Cil Qiz 十 -… 十 Ci, Cig CC Cirig ``" Cig 


这 是 一 个 前 切 映射 , 它 以 压缩 比 ci,ci。… ci REBT t 轴 的 直线 , 显然 上 面 窍 阵 
左下 角 的 元 素 以 下 面 的 数 为 界 


1—k 2—k 
[m Qi tM” "Ci Aig Tees + Cit: ` Cip 1 Qi, | 


< ((me)!“* + (me)? * Fee 1) Ci, Cip_ 1 @ S TCi Ci 


其 中 a = max|a;|,c = min |c;| > 1/m, 并 且 对 几何 级 数 求 和 得 到 ~ = a/(1 一 (mc)~*). 
WR Ti, 0- 0 Ti, (F) 包含 在 一 个 高 为 (7 十 h) cati cin WADE, 其 中 是 下 的 
高 . 另 一 方面 , 如 果 q1,92,g3 是 从 Si (p1)，,… Sm (p1) ,pm 中 选 出 的 三 个 不 共 线 的 
H, 则 Ti o- oTi, (F) 包含 点 Ti, 0… oT (q) G = 1,2,3). 以 这 三 点 为 顶点 的 三 
角形 的 高 至 少 为 ao cend, 其 中 d 是 从 gz 点 到 直线 段 [qi, gs] GEREK, TER 
数 S 在 五,…i 上 的 变化 范围 满足 : 
dci ci 委 尼 [下 和 S Tica ci 
这 里 ri = 二 r+ 十 h. 
对 固定 的 ,对 mk ARED m 的 区 间 a,i KA, 利用 命题 11.1, 得 
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m*d 》_ Ci, Ci, X Nin—k (F) < 2m* + mir ` Ci © t Cip 


其 中 Np (F) 是 与 下 相交 的 边 长 为 m“ 的 网 正方 形 的 个 数 . 对 每 个 j, 数 ci POR 
Ci, ,cm 这 Mm PME, 所 以 Š Ci Ca, = (cy 十.… 十 Cm)". 于 是 


dm" (cy ++: + em) < Nm-r (F) < 2m* + rim*® (ey +--+ Ccm)" 


取 对 数 并 利用 盒 维 数 的 定义 3.1 (iti), WFE T Ort h AES AE. 口 


P, P, 
(a) 


P, P, 
(b) 


图 11.4 由 把 三 角形 pippe 上 映射 到 piqip 和 papz 的 两 个 仿 射 变换 定义 的 自 售 射 曲 线 ， 
(a) 两 个 变换 的 垂直 压缩 比 都 为 0.7, dimpgraphf=1.49. (b) 垂直 压缩 比 都 为 
0.8, dimp graph f=1.68 
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H IRRATI FG 4 4B (fractal interpolation) 278A AW. 如 果 想 得 到 给 定 的 维 
数 , 并 且 经 过 点 (i/m, xi), i= 0,1,---,m 的 分 形 曲线 , 可 以 通过 选择 式 (11.8) 的 变 
换 , 上 面 所 描述 的 构造 会 得 出 一 个 具有 通过 给 定 的 点 的 图 的 自 仿 射 函数 , 在 这 种 方 
法 中 , 对 每 个 i, 5; 把 直线 段 [pi Pm] 映射 成 直线 段 [((¢ — 1) /m, zi (i/m, 2,)]. 通 
过 调整 矩阵 中 元 率 的 值 可 以 使 曲线 具有 要 求 的 盒 维 数 , 并 且 还 有 可 能 用 其 他 的 方法 
去 改变 曲线 的 外 貌 , 分 形 插值 法 已 经 非常 被 有 效 地 用 来 绘制 山地 的 轮廓 线 . 

当然 , 目 仿 射 函 数 可 以 推广 到 5; 在 t 方 向 上 具有 不 同 压 缩 比 的 情形 , 这 就 能 够 
得 到 在 分 形 插 值 中 所 用 的 点 的 间隔 不 相等 的 曲线 ; 通过 进一步 的 工作 ， 还 可 以 求 出 


这 种 曲线 的 盒 维 数 . 
图 11.5 表示 了 一 个 分 形 插值 的 例子 . 
Dap B 


(c) 


图 11.5 利用 图 (a) 的 多 角形 顶点 为 基准 点 , 对 英格兰 西南 部 地 图 的 北部 和 南部 进行 的 
分 形 插值 法 , 相应 的 维 数 是 (b) 1.1, (c) 1.2, (d) 1.3 


“11.2 分形 函 数 的 目 相 关 


正如 已 经 提 到 的 , 随时 间 变 化 的 量 经 前 产 生 分 形 图 . 有 一 种 方法 是 利用 时 间 间 
AW h 的 测量 值 间 相关 情况 的 医 规 律 , 这 种 方法 经 常 可 以 表现 出 它们 的 分 形 特 性 . 
在 本 市 中 我 们 并 不 力求 做 到 严格 , 而 仅仅 是 概述 这 个 复杂 的 思想 ; 特别 地 , 所 用 到 的 
极限 虱 假 设 是 存在 的 . 


为 了 分 析 的 方便 , 假设 f : RR 是 连续 有 界 的 函数 , 并 且 考 虑 在 一 个 长 周期 
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[-T,T] 上 f 的 平均 状况 (如 果 f 只 定义 在 (0,00) 上 或 者 在 有 限 的 区 间 上 , 则 可 以 
利用 周期 的 方法 把 f 延 拓 到 及 EH, 然后 类 似 地 考虑 ). 记 f 为 f 的 平均 值 , 即 : 


KA 了 在 时 间 间 隔 为 h 上 的 相关 性 的 量度 由 下 式 的 自 相 关 闷 数 (autocorrelation 
function) 给 出 : 


C (h) = Jim cxf. „Eth - —f)(f@®—-f)at (11.11) 
= Jim = J f(t + h) ftdt — (月 2 (11.12) 


从 式 (11.11) 知道 , WR f (+h) — f Af) 一 了 趋向 于 相同 的 符号 , 则 C(h) 是 正 
的 ; 而 当 它 们 趋 于 相反 的 符号 , 则 C(h) 是 负 的 . 如 采 古 不 相关 的 , 则 C(h)=0. 因为 


[Stir= feta | Fea [perms mae 


所 以 
OT (A? -igm se fr e+) — Oa 
-C (0) — L n af (fF (t+ h) — f (t))2 de (11.13) 
其 中 
P= Jim op J, fU 


是 f 的 均 方 值 , 设 它 是 正 的 且 有 限 的 . 利用 式 (11.13) 中 C (h) 的 形式 , 能 够 发 现在 
f 的 自 相 关 函 数 与 函数 图 graphf 的 维 数 之 间 的 一 个 似是而非 的 关系 . 有 关 线 索 是 
在 推论 11.2 F, 设 S EWEA (11.2) WAX, 同时 f 以 一 种 “合理 地 一 致 的 方式 ” 
满足 式 (11.3), 则 存在 常数 cl 和 co 使 对 较 小 的 


T 
cht” < = J k (f(t +h) — f(t))*dt < eoh”. (11.14) 


显然 , 这 并 不 直接 等 价 于 式 (11.2) A (11.3), 但 是 在 许多 合理 地 “时 齐 ” 的 情况 下 ， 
这 些 条 件 是 等 价 的 . 于 是 , 如 果 对 较 小 的 h, f 的 目 相 关 水 数 满足 


C(0) —Ci(h) = ch4- 25 
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则 有 理由 期 望 graphy 的 盒 维 数 等 于 s. 
目 相关 函数 与 如 下 定义 的 f HRH power spectrum) 紧 密 的 联系 在 一 起 : 


J f(t) eit ge| . 


对 具有 任意 程度 的 长 程 规律 的 函数 ,5 (w) 是 很 可 能 存在 的 . RERET f 的 调和 分 
解 中 频率 w 的 强度 . 

TAARE ALAR REE, 由 于 表达 式 中 带 有 f(t) f, 可 以 
假设 f 的 均值 为 0. 令 


)= lim 二 


jim =n (11.15) 


fr(t) = | ie * M STN 


并 定义 _ 
Cr(h) = zp | fle +h) fe(tiat = Saf * fo(-h) 


其 中 fo (t) = fr(—t), 而 * 表示 卷 积 . 由 傅 里 时 变换 的 卷 积 定理 ( 见 4.475), 这 个 等 
式 变 成 ; | > 

Cr(w) = zzfr Ofr) = zy fro) 
其 中 Gr(w) = J. Cr(t)eat, fr(w) = J. fr(tjeiwdt 是 通常 的 储 里 叶 变换 ( 注 


意 , 不 能 研究 f 本 身 的 变换 , 因为 这 时 积分 可 能 发 散 ), 令 了 一 oo, 可 见 对 任意 h, 
Cr(h) 一 C(h), 且 对 任意 w, Cr(w) 一 S(w). 可 以 证 明 这 意味 着 


Cr(w) = S(w). 


显然 S AC 都 是 实 的 并 且 是 偶 函 数 , 所 以 变换 是 余弦 变换 , 于 是 


S(w) = 三 C(t)e dt = f C (t) cos(wt)dt (11.16) 
并 且 由 健 里 叶 变 换 的 反 演 公式 : 
C(h) = sa | Swed = = — zfs w) cos(wh)dw (11.17) 


在 这 个 分 析 中 ， 没有 大 仔 组 地 研究 积分 的 收 第 性 问题 但 是 在 大 部 分 实际 情况 
中 这 个 结论 都 是 正确 的 . 
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目 相 关 分 析 给 我 们 提供 了 几 个 估计 函数 或 “信号 ”f 的 图 的 维 数 的 方法 ， 可 以 
计算 在 长 周期 范围 内 目 相关 函数 Ch), 或 等 价 地 , 计算 在 时 间 h 的 长 周期 内 , 信和 号 
均 方 差 的 变化 , 所 以 由 式 (11.13) 


] 


T 
2(C (0) -C (h) = a |. (f(t +h) — f (t)? dt. (11.18) 


如 果 对 小 的 h, IU h AR ERRE: 
C(0) — C(h) ~ cht’, (11.19) 


则 可 以 期 望 graph f 的 盒 维 数 是 s. HAA, 如 有 果 下 式 里 的 极限 存在 , 就 有 


im In(C(O) — C(h)) | 


di hf=2-1 11.2 
imp graphf ,li S (11.20) 


于 是 , 可 以 去 寻找 已 知 具 有 这 个 维 数 的 图 的 函数 , 如 例 11.3 和 例 11.4 或 者 像 16.2 
节 的 分 数 布朗 运动 等 , 来 提供 一 个 具有 类 似 特 性 的 信和 号 模拟 . 
另外 , VAM ERE S(w) 做 些 研究 , 并 且 利 用 式 (11.17) 来 求 出 日 相关 函数 , 需要 
了 解 对 较 小 的 h, C(O) 一 C(h) 的 状况 ,一般 它 是 取决 于 当 w 较 大 时 , 变换 S(w) 的 性 
状 . 最 有 趣 的 情形 是 当 w 较 大 时 暴 谱 服从 顺 定 律 Sw) ~ c/w, 在 这 种 情形 下 , 对 较 
小 的 hh 和 茶 个 常数 b 
C(0) — C(h) ~ bho! (11.21) 


为 更 清楚 地 说 明 这 一 点 , 注意 由 式 (11.17) 
OO OO 1 
一 一 W — cos (w Ww = in? | —w Ww 
n(C (0) — C(h)) J S (w) (1 s(wh))d 2 | S(w)s G h)a 
取 S(w) =w, FERM u = wh, 得 : 
5n(C(0) — C(h)) =f w * sin? (Sen) dw 


OO 


一 六 2 一 ! ua sin? 5 udu, 


0 
可 以 证 明 : 如 果 S 是 任意 充分 光 少 的 函数 , 使 得 当 w 一 oo 时 S(w) ~ cw, WA 
(11.21) 也 成 立 . 比较 式 (11.19) 和 式 (11.21) 可 以 知道 graphf 具有 使 4 一 2s = 二 a 一 1， 
或 s = (5—a)/2 成 立 的 盒 维 数 s FE, 对 1 < a < 3, 期 型 一 个 具有 1/00 FE 
刘 号 的 图 的 维 数 为 (5 - a)/2 是 合理 的 . 
实际 中 , 维 数 为 (5 一 a)/2 的 曲线 经 贡 为 观察 到 的 具有 1/w* 释 谱 的 信号 提供 
了 较 好 的 模拟 , 而 且 显 示 了 于 它 相似 的 特性 . 
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11.3 注 记 和 参考 文献 


分 形 图 的 维 数 首先 是 由 Besicovitch and Ursell(1937) 研究 的 . 关于 魏 尔 斯 特 拉 
类 型 曲线 的 较 新 工作 见 Berry and Lewis(1980), Mauldin and Williams(1986b) 以 及 
Hunt(1998). Massopust(1994) itive T AS HAAR, 自 仿 射 曲 线 也 在 Bedford(1989) 中 
讨论 . 关于 自 相 关 水 数 的 理论 主要 来 自 于 有 关 时 间 序 列 分 析 的 书 , 例如 Papoulis(1962). 


练 习 


11.1 验证 : WR f :10,1) 一 及 有 连续 的 导数 , 则 f 的 图 是 规则 1 R ( 见 5.1 市 ). 

11.2 设 f,g :|[0,1 一 R 是 连续 函数 , 用 (f +g) = f(t) + g(t) 定义 和 函数 f +g. 
设 f PRM BARB. 通过 在 graph(f +g) 和 graph g 之 间 建 并 一 个 利 普 希 次 映射 , 证 明 
dimn graph (f + g) = dimn graph g, 并 且 对 盒 维 数 也 有 类 似 的 结果 . 

11.3 设 f, g : [0,1] 一 RB 是 图 的 盒 维 数 存 在 的 连续 函数 ,利用 命题 11.1 证 明 : 如 果 
dims graphf 和 dimp graph g AAAS, MU 


dims graph (f + g) = max (dims graph f, dims graph g) 


给 出 一 个 例子 说 明 后 面 的 附加 条 件 是 必要 的 . 

11.4 证 明 满 足 推 论 11.2(b) RIFE 0< s < 2 的 任何 了 消 数 必然 处 处 不 可 微 , 由 此 推出 
例 11.3 的 魏 尔 斯 特 拉 函 数 和 例 11.4 中 的 自 仿 射 曲线 处 处 不 可 微 

11.5 对 入 >1 和 1<s<2 设 六 101 一 到 是 修改 成 包含 “相位 "bx 的 魏 尔 斯 特 拉 
函数 : N 

f (t) = SO ACP sin (a*t + Oe), 
k=1 

证 明 : 只 要 入 充分 大 , 就 有 dims graphf = s. 

11.6 设 0: 及 一 及 是 周期 为 4 的 “zig-zag” ži, 即 


t (O<t<1) 
g(4k+t)=4 2-t (1<t< 3) 
t—4 (8<t< 4) 


其 中 上 是 整数 日 0<t<4 设 1<s<2 和 入 >1, 义 设 了 :RR 一 R 由 下 式 定 义 
f(t = SA, (a*t) 
ki 


证 明 : 只 要 入 充分 大 , 就 有 dime graph = s. 
11.7 假设 函数 f: [0,1] 一 R WERE (Holder) 条 件 (11.2), 设 F Æ [0,1] 的 子 集 ， 
通过 dima F 得 出 对 dimy f (F) 的 佑 计 . 
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11.8 ®& f: [0,1 一 R 是 一 函数 , 又 设 

1 pl —3/2 
f f IFO- F+- u] didu < œ 
0 0 
对 满 是 1 < s <2 的 s 成 立 . 利用 定理 4.13 证 明 
dimy graphf 2 s. 
11.9 设 D 是 单位 正方 形 [0,1] x [0,1], Xit f: D 一 R 是 连续 函数 , WE 
|f (£) -f(D < cle — yl?™ (x,y € D). 


证 明 : 曲面 {(zx, f (z)): xz E D} 的 盒 维 数 最 多 为 si 类 似 地 , 找 出 一 个 与 推论 11.2(b) 类 似 的 
曲面 . 


11.10 考虑 仿 射 变换 Si (t,£) = (563 its at) S2(t, £) = (3 st to, -jtt geti) 


证 明 {S1, S2} 的 吸引 子 是 [0,1] 上 自 仿 射 函数 的 图 , 绘 出 函数 图 构造 的 前 三 步 , AREA 
维 数 . 

11.11 就 三 个 仿 射 变换 回答 与 上 题 同 术 的 问题 ,S162) = ($4, 26+ 22), Sz) = 
(5t+ wyatt Set 3): Ss(t,x) = (3 TERTE ly 3): 

11.12 (hit C(0) 一 C(h), 这 里 C(h) 是 式 (11.4) BORA he ABA ABE Pw PL. 

11.13 利用 计算 机 研究 魏 尔 斯 特 拉 类 型 基数 (11.7) 的 图 , 检查 s 和 和 值 变化 的 影响 ， 
并 用 不 同 的 函数 g 试验 . 

11.14 编写 绘制 由 式 (11.8) 给 出 的 自 仿 射 曲线 的 计算 机 程序 , 研究 不 同 ci 值 的 影响 . 
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分 形 构造 已 经 为 许多 不 同 的 问题 提供 了 一 些 对 应 的 例子 , 有 时 英 至 是 解决 的 方 
法 ; 而 在 这 些 问题 中 , 出 现 的 构造 都 是 比较 无 规则 的 . 这 一 章 考 察 纯 数 学 中 不 同 领域 
的 儿 个 例子 . 


12.1 对偶 和 挂 合 回 题 


对 偶 方 法 把 平面 上 的 点 集 转 换 成 直线 上 的 集合 , 并 且 可 以 用 来 在 原 有 分 形 的 基 
础 上 创建 新 的 分 形 . 这 种 手段 可 以 用 来 构造 具有 特殊 性 质 的 集合 ; 例如 , 在 平面 上 构 
造 一 个 包含 每 个 方 癌 上 的 直线 且 面 积 为 零 的 集合 . 

对 于 R? EAE (a,b), 可 用 LD (a,b) 表示 直线 y —at+de 上 的 点 所 组 成 
的 集合 (WE 12.1). 如 果 F Æ R 上 的 任何 子 集 , 定义 直线 集 (line set)L (F) $Æ F 
上 任意 点 所 对 应 的 直线 的 并 集 , 即 LVF) = U {L (a,b) : (a,b) € F}, 记 Le WEHR 
z 二 c, 则 有 

L{a,b)f \Le = (ca + bc) = (c, (a;b) - (1,c)), 


这 里 : 是 R? 上 的 通常 内 积 ; 于 是 对 于 及 ”的 一 个 子 集 F, 
L(F)(\Le = {(c, (a,b) (1,c)): (a,b) € F}. 


取 与 向 量 (1,c) WAAR, 可 以 从 几何 上 解释 为 到 一 条 方 癌 为 (lc) 的 直线 上 的 射影 ， 
并 且 以 (1+ c) 为 比例 因子 伸缩 变化 . 于 是 集 LF) N Le ES projo 几何 相似 
HJ, proje 表示 到 通过 原点 且 与 x 轴 夹 角 为 ONE Ce heey, XE c= tang, 
特别 有 
dimy (L(F)f \Loe) = dimy (proja F`) | (12.1) 
而 且 
L(L(F)NL.) = 0 4HRY4 CL(projpF) =0 (12.2) 


其 中 上 是 一 维 勒 贝 格 测度 , 即 长 度 . 按 这 种 方法 , 对 偶 把 F 的 投影 (对 此 已 有 第 6 
章 的 理论 ) 同 直线 集 LF) 与 垂直 线 的 交集 联系 起 来 . 

到 y 轴 的 投影 也 有 一 种 解释 , 直线 La, b) HRPE b= proja (a,b), BT 
以 , 对 于 任何 F, 在 直线 集 LF) 中 的 直线 的 料 率 所 构成 的 集合 是 由 projnj2F 给 出 
的 . 
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了 


(a, b) 


图 12.1 XHEMA.: (a) 点 (a,b) 对 于 直线 y= a br; (b) 集 三 对 应 于 直线 集 
L(F); (c) 射影 proj F 2 LIF) Le 几何 相似 的 , 这 里 c = tanb 


WR F ÆRE, 它 的 直线 集 工 (二 ) 经 常 具 有 分 形 结构 , 尽管 是 高 度 纤 维 状 的 ( 事 
KE, WR F 是 博 雷 尔 集 , L(F) 不 一 定 是 博 雷 尔 集 , BRS F 是 紧 集 时 , 工 (三 ) 是 
RERE. 这 里 我 们 忽略 推导 上 的 较 小 的 技巧 困难 ).F S LF) 有 如 下 的 维 数 关系 . 

命题 12.1 设 L(F) 是 博 雷 尔 集 FCR? HERE, 那么 

(a) dimy L (F) > min {2,1 + dimy F}; 

(b) eR F 2-1 K, BZ area(L(F)) = 0, ¥ARS FARRA. 

证 明 (a) 由 射影 定理 6.1, 对 几乎 所 有 的 9 € j0, x), dimy(projgF) = min 
{1,dimy Fh; 所 以 由 式 (12.1), 对 于 几乎 所 有 的 -oo < e < œ, dimy (L (F) N Le) = 
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min {1,dimy F}. 结论 (a) 可 由 推论 7.10 立即 得 出 . 

(b) 设 下 是 一 个 1 集 , 由 推论 6.5 知 , 如 果 F 是 不 规则 的 , 那么 对 几乎 所 有 的 0， 
£(projgf) = 0, 否则 L (proja F) > 0 对 几乎 所 有 的 0 成 立 . 利用 式 (12.2) 得 到 一 个 
SBN Ze: 如 果 F 是 不 规则 的 , 那 以 对 几乎 所 有 的 c 有 L(L(F)() Le) = 0, 否则 
对 几乎 所 有 上 有 L(L(F) OL.) > 0. BH area(L(F)) = f LENE de Bp 
得 (b). 

Kakeya 在 1917 年 提出 了 寻找 单位 直线 段 可 以 在 其 内 部 调转 方向 的 最 小 面积 
的 平面 集 的 问题 ( 称 为 挂 谷 问题 ), 也 就 是 连续 地 移动 此 单位 直线 段 而 不 离开 此 集 使 
它 旋转 180° 并 回 到 原来 的 位 置 . 这 个 问题 基本 上 可 归结 为 寻找 包含 每 个 方向 单位 
直线 段 的 最 小 区 域 的 问题 , 当然 任何 在 其 内 的 单位 线段 能 够 转 到 相反 方向 的 集 一 定 
具有 此 性 质 . Bisicovitch 在 1928 年 发 现 了 一 个 单位 线段 可 以 在 它 内 部 转 到 相反 方 
向 , 但 它 的 面积 却 可 以 任意 小 的 令 人 惊奇 的 集 的 构造 . 只 是 在 很 多 年 以 后 , 他 才 意 
识 到 对 偶 方 法 给 出 了 这 个 问题 的 一 个 简短 又 巧妙 的 解答 . 

命题 12.2 。 有 一 个 面积 为 震 的 平面 集 , 它 在 所 有 方向 上 都 包含 一 直线 .任何 
具有 这 种 性 质 的 博 雷 尔 集 的 这 斯 多 夫 维 数 一 定 等 于 2. 

证 明 设 政 是 个 不 规则 1 集 , 且 玉 在 y 轴 上 的 射影 projsjaF 包含 区 间 [0,1].( 图 
0.4 表示 的 集合 , 以 及 例 2.6 和 例 6.7 研究 的 集 肯 定 满足 这 个 要 求 .) 因为 是 不 规 
则 的 , 由 命题 12.1(b) 知 L(F) AFHR. 然而 , 因为 [0,1] C proj, oF, 所 以 集 工 (五 ) 
包含 与 x 轴 成 0 到 x/4 之 间 所 有 角度 的 直线 . WE LF) 以 及 L(F) 分 别 旋转 0/4, 
Xx/2, 3/4 所 得 到 的 集 组 合 在 一 起 , 就 给 出 了 一 个 在 所 有 方向 上 都 包含 一 条 直线 的 
面积 为 零 的 集合 . 

对 第 二 部 分 , 假设 在 所 有 方向 都 包含 一 条 直线 , 如 果 


F = {(a, b): L (a,b) C E} 


那么 projr/y2f 是 整个 y hh. 因为 射影 并 不 增加 维 数 ( 见 式 (6.1)), 所 以 dimy F > 1. 
由 命题 12.1(a), dimy L (F) = 2; MAH L(F) c E 所 以 得 到 dimg E = 2. 口 

R” 中 在 每 个 方 癌 包含 有 一 个 直线 段 的 集合 称 为 员 希 科 维 奇 集 (Besicovitch set), 
命题 12.2 证 明了 R? 中 存在 贝 希 科 维 奇 集 ; 取 这 种 集 与 R" ”的 乘积 集 , 就 得 到 了 
R” 上 的 贝 希 科 维 奇 集 . 有 一 个 已 经 有 很 长 时 间 的 猜想 是 : R 上 的 任意 贝 希 科 维 
ay AW EMS n, 上 面 已 经 对 n= 2 证 明了 这 个 结论 . 

这 种 类 型 的 集 在 泛 函 分 析 里 有 重要 的 应 用 . 下 面 举 一 个 简单 的 例子 , 给 定 函 数 
g : R? 一 R, H G (0,t) RI g 沿 与 z HMO 角 量 与 原点 的 和 王 直 距离 为 t 的 直线 上 
的 积分 . W F 是 在 所 有 方 同 上 都 包含 一 直线 的 面积 为 零 的 集 , 并 且 当 (x,y) EF 时， 
令 g(x,y) =1, RS g(x,y) =0. BR G (0,t) 对 所 有 固定 的 9 值 ,在 点 t 是 不 连续 
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的 . 与 3 维 的 情况 比较 , 这 个 例子 变 得 相当 有 意义 . WR g: D >o R Æ R PHAR 
区 域 D ERA Fa, 并 且 G (bb 是 函数 g 在 垂直 于 单位 阿 量 9 是 与 原点 牌 直 距 
离 是 上 的 平面 上 的 积分 , 可 以 证 明 : 对 几乎 所有 的 单位 向 量 9, G (0, t) 对 t 一 定 是 连 
续 的 . 

贝 希 科 维 奇 构造 可 以 认为 是 把 所 有 方向 上 的 直线 填充 到 一 个 面积 为 零 的 集中 . 
也 可 以 考虑 相似 的 其 他 曲线 类 的 填充 问题 . 例如 , 存在 面积 为 零 的 集 , 它 包 含 以 所 
有 长 度 为 半径 的 圆 的 圆周 ( 见 练习 12.1 和 12.2). 然而 , 最 近 已 经 证 明 : 在 平面 上 , 以 
每 一 点 为 圆心 的 某 些 圆 的 圆周 共同 组 成 的 集 一 乍 有 正 的 面积 . 


12.2 Vitushkin %48 


一 个 在 复位 势 理论 上 长 期 存在 的 Vitushkin 猜想 最 近 用 分 形 的 构造 否定 了 . 

从 几何 角度 来 看 , 将 复 平面 C 看 作 等 同 于 欧 几 里 平面 R’. 

i F E CHRT, P F ET È (removable) R, 如 果 给 定 任何 包含 五 的 有 界 
FKR V MERR V\F 上 的 任何 有 界 解析 ( 即 在 复 意 义 下 是 可 微 的 ) 函数 f, 那 
么 f 可 以 扩展 到 整个 V 上 且 保 持 解析 性 质 . 这 样 , 在 YY 上 的 有 界 解 析 函 数 本 质 上 
与 YA\ 斑 上 的 有 界 解析 函数 一 样 , 去 掉 FF 没有 任何 影响 . 

可 去 集 的 几何 特征 这 个 问题 要 追溯 到 很 多 年 前 . F 的 可 去 性 或 不 可 去 性 可 以 
分 别 列 成 下 面 的 几 种 情形 : 


可 去 不 可 去 
dimy F <1 dimy F > 1 
0 < HF) <0, 且 下 是 不 规则 的 0 < Hi(F) < œ, H 下 不 是 不 规则 的 


这 个 表 应 该 使 读者 回想 起 第 6 章 的 射影 定理 . 根据 定理 6.1 和 推论 6.5, 如 果 
dimy F < 1, 则 对 几乎 所 有 的 0, 射影 projo AFRE. 另 一 方面 , WR dimy F > 1 
或 者 F 不 是 一 个 不 规则 1 R, 则 对 几乎 所 有 的 0, projo 有 正 长 度 . 可 去 性 与 几乎 
所 有 射影 有 有 零 长 度 的 一 致 性 , 以 及 大 量 的 进一步 的 证 据 , 使 Vitushkin 狂想 的 提出 似 
乎 是 很 自然 了 : 当 且 仅 当 对 几乎 所 有 的 2 e [0,7), 都 有 projaF = 0, Wl F ATA. 

分 形 构 造 表明 , Vitushkin 猜想 不 是 真 的 . 设 V 是 C 上 的 开 区 域 , 并 设 $:V 一 
oV) 是 YY 上 的 一 个 非 线 性 保 形 映射 ( 即 解析 双 射 ), 因此 直线 被 典型 地 映射 到 ( 非 
直 的 ) 曲线 上 ; 如 果 把 Y 当成 是 单位 圆 盘 , 9(z) = (z 十 2)? 当然 满足 条 件 . 可 以 构造 
一 个 的 紧 子 集 F PBA AT 0 E, 射影 proja F AFRE, 但 proje$ (F) 在 
几乎 所 有 方 问 0 上 有 正 长 度 . 这 可 以 利用 “ 达 代 的 活动 百叶 窗 ” 构造 方 法 得 到 , 这 种 
方法 在 定理 6.9 的 证 明 中 已 给 出 了 大 概 轮廓 , 可 以 证 明 “ 板 条 ”的 排列 一 般 使 它 在 
V 中 的 直线 方向 上 和 铺 开 , 但 往往 与 $(V) 上 的 直线 在 $ 下 的 逆 像 相交 ( 见 图 12.2). 


123 & 函数 163 


由 此 可 知性 质 “projgF 对 几乎 所 有 0 有 有 零 长 度 ” 不 是 在 保 形 变换 下 不 变 的 , AWE 
可 以 对 F 成立, 但 对 oF) 不 成 立 . 然而 , 可 去 性 是 保 形 不 变 的 , HAKR f(z) 在 
o (V)( 相 应 地 在 O(V\F)) 上 是 解析 的 当 且 仅 当 f (8(z)) Æ V E (相应 地 在 V\F) 
解析 . 因此 , 具有 在 几乎 所 有 方向 上 都 有 零 长 度 射影 的 性 质 不 能 等 价 于 可 去 性 . 


WV) 


proj proj OF) 


图 12.2 o 是 解析 映射 , 它 使 得 对 几乎 所 有 0, projo 有 零 长 度 : 
但 对 几乎 所 有 6, projo$ (F) 有 正 长 度 


这 个 特别 讨论 一 个 令 人 惊奇 的 特点 是 : 仍旧 不 清楚 ,几乎 所 有 的 射影 都 是 零 长 
度 的 集 必定 是 可 去 的 呢 , 还 是 反 过 来 成 立 . 能 得 出 的 结论 只 是 二 者 不 能 全 对 
AUER, 最 近 得 到 了 一 个 几乎 射影 都 是 零 长 度 的 不 可 去 集 . 


12.3 O A 数 


一 个 连续 函数 f : R? 一 R 称 为 是 廿 的 (convex), 如 果 对 任意 的 z,y € R? 和 
0<A<1,4 


f Art (l—A)y) SAL) + 1 -A) FY) 


从 几何 上 看 , 如 果 S = {(x, f (£)): x € RP) Æ R? ERA f 的 图 的 曲面 , 那么, 如 果 
连接 S$ 上 任意 两 个 点 的 线段 在 S ARE S E, f ni. 

一 个 凸 函 数 广 不 必 是 特别 光滑 的 , 也 许 在 有 些 点 上 了 是 不 可 微 的 . 但 是 凸 性 意 
味 着 : 在 维 数 的 意义 下 ，'“ 奇 异 ” 点 的 集 不 可 能 太 大 . 注意 到 如 果 f 在 点 x 不 可 微 ， 
那么 曲面 S 在 点 (a, f (x)) 支撑 有 不 止 一 个 切 平面 . 又 注意 到 , 如 果 pl 和 pe 是 点 
(x, f (x)) 处 的 不 同 的 切 平面 , 那么 就 有 一 个 通过 这 个 点 的 切 平面 的 连续 统 , 就 是 包 
含 直线 pipe, “SPF pi 和 ps 之 间 ” 的 那些 平面 族 . 

定理 12.3 Wf: R* ~RA-* OBR BA S 的 不 可 微 点 所 组 成 的 集 包 
含 于 可 求 长 曲线 的 可 数 并 中 , 所 以 特别 地 , 这 个 集 的 府 斯 多 夫 维 数 最 多 为 1. 

证 明 不 失 一 般 性 , 可 设 f 的 最 小 值 严格 为 正 的 . 设 S 是 由 f 的 图 给 出 的 曲面 ， 
Hit 9 : R? 一 S 是 “最近 点 ”映射 , 即 如 果 ze R*, AA g(x) 是 使 距离 jg (x) -— zl 
最 小 的 S 中 的 点 OLA 12.3), f 的 凸 性 保证 了 这 个 点 是 唯一 的 . 如 果 zy € R*, 那 
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么 (可 能 是 斜 的 ) 四 边 形 x, g(x), g (y), y TE g (x) 和 g(y) 处 所 成 的 角 一 定 都 是 最 小 
为 x/2; 否则 线段 [g (z), 9 (y)] 将 包含 一 个 在 S 内 或 在 S 上 的 点 , HER c By 的 
距离 更 近 . 由 此 得 到 9 是 距离 递减 的 , 即 


lg(z)-g(y)|<|z-y| (z,y E€ RÎ). (12.3) 


R+ 


X 


了 


图 12.3 MR? 到 凸 曲面 2 = f(X) 的 “最近 点 映射 " 是 距离 递减 的 


如 果 下 在 点 x 不 可 微 , 那么 S 在 (z, f(z)) 处 支撑 不 止 一 个 切 平面 ， 因 此 
g7! (æ, f (2)), 由 9 映射 到 点 (z, f(z)) 的 坐标 平面 R? 上 的 点 组 成 的 子 集 , 是 R 
与 8 在 点 (z, 了 (z)) 处 切 平面 的 法 线 的 交 , 因此 包含 一 直线 段 . 设 (Li, 52,…} 是 
R? 上 端点 为 有 理 数 坐 标的 (可 数 的 ) 直线 段 族 , 如 果 f 在 点 z 是 不 可 微 的 , 那么 
g(a, f (2) 包含 一 个 至 少 与 {Li} 中 的 一 条 直线 段 相交 的 直线 段 . 这 样 , 如果 F = 
(æ, f(E) : /在 点 z 是 不 可 HAD}, 则 U g (Li) > F. 利用 式 (12.3) 得 到 g (Li) 或 
是 一 点 或 是 一 条 可 求 长 曲线 , E H! (g (Ls)) < length (Li) < 00, 见 式 (2.9)， 则 知 
U 9 (Es) 是 包含 下 的 可 求 长 曲线 的 可 数 并 , 因此 它 的 维 数 最 大 为 1 

因为 对 zy € RÊ, |x — yl < 1(z, f (2)) — (v SO) F AAO e 所 组 成 的 集 
的 维 数 最 大 也 为 1, 并 且 包含 在 可 求 长 曲线 的 可 数 并 中 ; 又 见 式 (2.9), D 

利用 豪 斯 多 夫 维 数 , 我 们 能 通过 各 种 不 同 的 方式 去 度量 曲面 的 不 规则 性 . 例如 ， 
一 个 凸 曲面 可 以 包含 直线 段 ; 然而 可 以 证 明 , 这 种 直线 段 的 方向 所 构成 的 集 的 维 数 
最 多 为 1 


12.4 分数 维 的 群 和 环 
R 的 一 个 子 集 F 是 在 加 法 运算 下 的 实数 的 子 群 (subgroup), 如 果 
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(i) OE F, 

(i)z+yEP, 只 要 TEF HyeER, 

(iii) 一 EF 只 要 x EF 

R F fe R 在 加 法 和 乘法 运算 下 的 子 环 (subring), 如 果 还 有 

(iv) zy E FARE ce FRYE F. 

具有 这 种 结构 的 简单 例子 有 很 多 : 整数 、 有 理 数 和 数 集 {7 + svV2 :7,s Ee Z} 都 
是 R 的 子 环 (因此 也 是 R 的 子 群 ). 这 些 例子 都 是 可 数 集 , ALE MN ae RE 
数 都 是 0. 是 否 存 在 R SME RABY s (0 < s < 1) 的 子 群 和 子 环 呢 ? 

为 得 到 任意 给 定 维 数 的 子 群 , 相对 RE AMITA te udu ng 4.7. 

例 12.4 国定 0<s<1, 设 n,n,,… MRR EE 6 整数 序列 , 比如 说 对 
任意 k, nk+1 2 max {nk, ant/*} 而 对 7 二 1,2,: 


及 = {r eR: 对 任意 k, 存 在 整数 p， 使 [5 一 p/nx| <r} 


Aw F = U F,, BA dimy F = s, 并 且 玉 是 在 加 法 运算 下 的 RB 的 子 群 . 


计算 F. 本 质 上 是 例 4.7 中 的 集 , 所 以 dimy F, = s 对 任意 r 成 立 (很 容易 看 
到 > 的 值 并 不 影响 维 数 ). 取 可 数 并 即 得 dimy F = s. 

显然 0E F CF, WR zy € F, 那么 存在 某 个 ” 使 x,y e 万 ,注意 到 如 果 . 
r>r, Wj F} Cc .于 是 对 任意 有 ,存在 整数 p, q 使 得 
1/s 1/s 


lz — p/nx| < rn, ly — gq/nxl| S rn, 


相 加 得 
je + y — (p+ a) /nel < 2rng' 

所 以 r 十 y € Fr CF. BA, WR ze Fr A -Ze Fr, MU F 满足 前 面 的 条 件 
(i) (iii). 

对 于 环 的 分 析 相 当 困 难 , 一 种 几何 方法 是 取决 于 估计 从 平面 集 得 到 的 距离 集 的 
维 数 . 如 果 E 是 R? 的 子 集 , 通过 下 式 定 义 距离 集 (distance set): 

D(E)= {lzx—y:r yeE FE} CR. 
定理 12.5 RECR 是 博 雷 尔 集 , 那么 


1 
dimy D (E) 2 min fi, dimy 五 一 5} . (12.4) 


证 明 注 记 “这 个 定理 的 位 势 论 方法 证 明 有 点 复杂 , 傅 里 叶 变换 和 卷 积 定 理 被 
用 来 研究 中 心 在 E LAA EB 相交 的 圆 . MA (12.4) 不 像 是 可 能 的 最 好 不 等 式 . 
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有 了 这 个 定理 , 就 不 难得 到 子 环 问题 的 部 分 解 . 

定理 12.6 设 下 是 在 加 法 和 来 法 运算 下 及 的 子 环 , PBA, 如 果 是 博 雷 尔 
集 , 则 或 者 dimy F =0, AF F=R. 

证 明 用 几何 方法 证 明 , 没有 一 个 维 数 在 1/2 和 1 之 间 的 子 环 . 用 (z,y) K 
I R? 上 的 坐标 , 如 果 (71,41), (7z2,y2) E Fx F c R?, 那么 因为 RTH, W 
(1,91) — (z292)? = (Xi — 22) + (Qi — yw)” € F. FE, 如 果 D?(F x F) 表示 
FX F EA RIR ZAR PRR, 就 有 DPX FP) CF. 因为 映射 

t 一世 保持 察 斯 多 夫 维 数 不 变 ( 见 练习 2.6), 于 是 利用 定理 12.5 和 乘积 公式 7.2 得 . 

dimy F >dimy D? (F x F) = dimy D (F x F) 


1 
> min { 1, dimn (F x F)— 3 
. , 1 
>min f1, 2 dimy F — ;| 


这 个 不 等 式 当 且 仅 当 dimy F = 1 或 dimy F < 1/2 WARM. 


12.5 ” 注 记 和 参考 文献 


关于 Kakeya 问题 及 其 变化 的 更 详细 叙述 由 Besicovitch(1963)，Cunningham 
(1974) 以 及 Falconer(1985a) 给 出 ， 对 侦 的 方法 由 Besicovitch(1964) 引进 ; 较 近 的 
论述 见 Wolff(1999) 以 及 Katz and Tao(2000); Stein(1993) 包含 了 Kakeya 集 在 函数 
和 调和 分 析 中 的 应 用 . 

关于 Vitushkin 猜想 的 讨论 见 Mattila(1995),Murai(1988) 以 及 David(1999). 

这 里 叙述 的 构造 参考 了 Mattila(1986), Jones 和 Murai(1988) 讨论 了 具有 有 零 长 
度 射影 的 不 可 去 集 , David(1999) 证 明了 不 规则 1 集 是 可 去 的 

对 凸 几何 的 全 面 介绍 见 Gruber and Wills(1993). 这 里 给 出 的 结果 参考 了 An- 
derson and Klee(1952). 包括 宕 斯 多 夫 维 数 和 凸 性 的 其 他 结果 见 Dalla and Lar- 
man(1980) 以 及 Schneider(1993) 

分 数 维 群 的 例子 由 Erd6s 和 Volkmann(1966) 给 出 , 他 们 还 提出 了 环 的 维 数 问 
题 Falconer(1985c) 用 传 里 叶 变换 的 方法 证 明了 博 雷 尔 环 不 能 有 1/2 到 1 之 间 的 维 
数 , 也 可 以 见 Mattila(1995). Edgar and Miller(2003) 给 出 了 定理 12.6 的 完整 证 明 . 


练 习 


12.1 构造 一 个 面积 为 零 的 平面 集 , 使 它 包 含 到 原点 垂直 距离 为 0 和 1 之 间 每 一 值 的 
所 有 直线 .( 提 示 : 考虑 在 命题 12.2 中 由 变换 (a,b) > (a (1 +67)? ,b) STERKA F K 
tR.) 
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12.2 用 极 坐 标 变 换 : (mb) 一 (1/7, 0) 对 上 题 得 到 的 集 进 行 变换 , 证 明 存 在 平面 上 的 
面积 为 零 的 子 集 , 它 包 含 任 意 半 径 > > 0 的 圆周 . 

12.3 证 明 , 存在 面积 为 零 且 包含 经 过 r 轴 任 一 点 的 不 同 直线 的 平面 的 子 集 . 

12.4 i AED, n) 的 一 个 (RAER) SA, 并 设 王 是 平面 的 一 个 子 集 , 对 于 每 个 0 A, 
它 都 包含 方向 9 上 的 一 直线 . 证 明 : 


dimy F > 1 + dimy A. 


12.5 把 定理 6.9 对 偶 化 , 由 此 证 明 具 有 有 限 面 积 a 的 博 雷 尔 集 , 都 可 以 由 总 面积 为 a 
的 直线 族 完 全 覆盖. 

12.6 EW: 如 果 O 的 一 个 紧 子 集 王 支撑 一 质量 分 布 iu 使 得 f(z)= | e- oduu) 
是 有 界 的 , 那么 在 12.2 节 的 意义 下 , F 不 是 可 去 的 . 证 明 这 正 是 1 < dimy F <2 的 情形 GE 
m: 网 定义 4.13(b) 的 证 明 .) 

12.7 证 明 任 意 有 限 集 都 是 可 去 的 , 而 单位 圆 是 不 可 去 的 . 

12.8 设 f:R 一 RR 是 一 个 凸 函 数 ,证明 f 的 不 可 微 点 所 构成 的 集 是 有 限 的 或 可 数 的 . 

12.9 fei cee f: 及 一 及 ,使 的 不 可 微 点 所 构成 的 集 的 上 尝 斯 多 夫 维 数 等 于 1; 
找 出 GE) 函数 f: R> R, 使 f 的 不 可 微 点 所 构成 的 集 的 上 之 斯 多 夫 维 数 等 于 2 . 

12.10 EH: 在 加 法 运算 下 , R 的 任意 子 群 的 盒 维 数 等 于 0 或 者 1. 

12.11 证 明 : 在 向 量 加 法 运算 下 , 对 任意 0 < s < 2, 存在 R? 的 具有 豪 斯 多 夫 维 数 为 
2 的 子 群 .( 提 示 : 考虑 R 的 子 群 的 乘积 .) 
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人 们 从 理论 和 应 用 的 角度 对 动力 系统 进行 了 持续 深入 的 研究 ， 这 主要 归功 于 
应 用 了 功能 强大 的 计算 机 , 计算 机 使 得 理论 分 析 能 够 与 数值 研究 互补 . 另外 , 研究 
系统 定性 性 质 的 “拓扑 ”方法 , 拓展 了 较 传统 的 定量 方法 . 越 来 越 多 的 各 领域 应 用 带 
动 了 这 个 学 科 的 发 展 , 现在 动力 系统 已 被 用 作 生 物 学 、 地 理学 和 经 济 学 中 一 些 现象 
的 模型 , 并 且 在 工程 和 物理 传统 学 科 中 也 找到 了 动力 系统 的 模型 . 在 动力 系统 和 混 
沌 方面 已 经 有 了 很 多 著作 . 本 章 并 不 打算 给 出 有 关 动 力 系 统 的 总 概括 , 否则 这 就 将 
偏离 分 形 这 个 主题 而 探讨 按 历 理论 、 分 文理 论 和 很 多 其 他 领域 , 但 是 我 们 会 举例 说 
明 动 力 系统 中 分 形 可 能 发 生 的 各 种 方式 . 

it D ER 的 一 个 子 集 (时 常 就 是 R AS), 并 且 设 f: D 一 D 是 一 个 连续 
映射 . 正如 通常 所 使 用 的 , 大 表示 f W k KER, 因此 fo (r) =, fl (2) = f (2), 
这 (x) = 了 (f(x)),…. 注意 如 果 z 是 DD POR, 显然 对 任意 k, f(x) 都 是 DD 中 的 
点 . 典型 地 , 可 以 把 x, f (x), f? (x), 当 作 在 时 刻 0, 1, 2, … 时 某 一 数量 的 值 . 所 
以 , 在 时 刻 k + 1 的 值 是 根据 在 时 刻 上 的 值 通过 函数 f 给 出 . 可 以 举 出 天 年 后 某 个 
生物 种 群 的 规模 , ARIA EA BIS PRR, 在 稳定 流体 中 一 个 流体 粒子 
的 位 置 等 一 些 例子 . | 

一 个 迭代 函数 图 Lf} 就 称 为 一 个 离散 的 动力 系统 人们 感 兴 趣 的 是 对 各 种 
不 同 的 初始 点 zx e D, 挝 代 序 列 或 机 道 { fk(z)}2 ， 的 变化 状况 ,特别 是 当 大 充 
分 大 时 它们 的 性 质 . 例如 , 如 果 f(x) = cosz， 对 任何 初始 点 x, 4k 一 co WTI 
代 序列 下 (zx) 都 收敛 到 0.739; 在 计算 器 上 反复 按 cos 键 试 一 试 就 能 看 到 ! 有 时 
迭代 的 分 布 几乎 是 随机 出 现 的 . 另外 ,，f* (zx) 可 能 收敛 到 一 个 不 动 点 w, 也 就 是 D 
中 使 得 f(w) = w 的 一 个 点 w， 更 一 般 的 ，f* (xz) 可 能 收敛 到 周期 为 p 的 点 的 轨 
道 {w,f(w),…,f?-1(w)}, 这 里 p 是 使 f? (w) = w 的 最 小 正 整 数 , 在 这 种 意义 下 ， 
4 k 一 oo BY | f* (x) — f* (w)| 一 0. 可 是 ,有 时 f* (x) 可 能 是 随机 摆动 的 , 但 总 是 保 
持 趋向 于 某 一 个 集 , 这 个 集 可 能 就 是 一 个 分 形 . 在 这 一 章 中 将 研究 几 种 重要 的 情形 ， 
在 这 些 情形 中 , 可 能 有 “分 形 吸 引子 ”或 “奇异 吸引 子 ” RE. 

不 严格 地 说 , 一 个 吸引 子 就 是 一 个 集合 , 附近 的 所 有 轨道 都 收敛 到 这 个 集合 上 . 
可 是 , 正如 动力 系统 理论 中 经 常 出 现 的 , 精确 的 定义 因 人 而 异 . 一 般 称 DNF F 
是 了 的 吸引 子 , 如 果 王 是 一 个 闭 集 , 并 且 在 f 的 作用 下 是 不 变 的 (也 就 是 JF) = F), 
使 得 对 包含 玉 的 一 个 开 集 V 中 的 所 有 点 x, f* (zx) BF HERE k 趋 于 无 穷 而 趋 
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FẸ. 满足 这 种 性 质 的 最 大 的 开 集 V RA F RAIA. WAARA PORTE 
满足 这 些 条 件 , 在 这 个 意义 下 , F 是 最 小 的 . 类 似 地 , 对 一 个 闭 不 变 子 集 FP, 如 果 F 
的 附近 旦 不 在 Ff ERA RAE ae F, 那么 F 就 叫 斥 子 (repeller). 粗略 地 
说 , f WRF FF 和 f 的 递 (可 能 是 多 值 的 )f” 的 “吸引 子 ” 是 等 价 的 . 吸引 子 和 不 
子 可 能 正好 是 一 个 单 点 或 一 个 周期 为 p 的 先进 可 是 ， 即使 相对 比较 简单 的 映 册 f 
也 可 以 有 分 形 吸 引子 . 


注意 到 f(D) C D, 所 以 f(D) c fei(D) C + C f(D) c D, W À fi(D) = 
f(D). 于是, 集 = 站 f*(D) 在 S FEREN. 因为 对 任何 = < D, ft (e) e 


À FED), 所 以 当天 一 00 时 , BA PMc) 趋 于 ,因此 亚 时 常 是 7 的 吸引 子 


很 常见 的 , 如 果 f 有 分 形 吸 引子 或 分 形 斥 子 PAA f 在 上 的 性 质 表 现 为 
“混沌 ”的 . 混沌 有 各 种 各 样 的 定义 ; 如 果 下 列 条 件 都 成 立 , f 在 F 上 无 疑 地 被 认为 
是 混沌 的 : 

(1) 存在 zx € F, 轨道 {fF (c)} EF PR: 

(2) F 中 的 f AE F PR (存在 正 整数 p, 使 得 f? (x) = z 的 这 种 点 就 
PRA f 的 周期 点 ); : 

(3) f 有 对 初始 条 件 敏 感 的 依赖 性 ; 即 对 任何 x © F, 都 存在 数 5 > 0, 任意 接近 
z 的 y 以 及 整数 ,使 得 LPF (x) — fE (y)| > ô. 因此 在 初始 时 相互 非常 接近 的 点 , 在 
f 的 迭代 下 并 不 保持 其 接近 性 . 

条 件 (1) 蕴涵 着 F 不 能 被 分 成 更 小 的 闭 的 不 变 集 , 条 件 (2) 指出 了 在 五 的 结 
构 上 规则 性 的 轮廓 , 条 件 (3) 反映 了 上 的 点 经 迭代 后 的 不 可 预见 性 . 特别 , 条 件 
(3) 意味 对 f 的 轨道 作 精 确 持 久 的 数值 接近 是 不 可 能 的 , 因为 很 小 的 数值 误差 经 过 
大 代 后 将 会 被 放大 . 导致 分 形 吸 引子 的 条 件 时 常 就 能 导致 混沌 性 质 . 

动力 系统 当然 适宜 于 计算 机 研究 . 粗略 地 说 , 当 轨 道 在 计算 机 上 被 绘制 时 , 吸 
引子 就 是 能 看 到 的 那些 点 的 集合 . 对 某 初 始点 s, 比如 说 绘制 起 始 值 为 101, k > 
10 000 时 的 产 (z); 就 是 在 认为 它们 与 任 一 吸引 子 没 有 什么 区 别 的 假设 下 绘制 的 . 
如 果 一 个 吸引 子 看 起 来 像 分 形 , 那么 用 “ 计 盒 ”的 方法 就 能 估计 出 它 的 维 数 . 可 是 计 
算 机 图 像 常常 使 人 误解 , 因为 在 计算 机 图 像 上 , 产 (z) 在 整个 吸引 子 上 的 分 布 是 非常 
不 均匀 的 , 吸引 子 的 某 些 部 分 可 能 只 有 4* (z) 的 很 少 的 点 . 


13.1 FeFSukKRAA 
在 一 定 条 件 下 , 动力 系统 的 一 个 斥 子 和 对 应 的 迭代 函数 系 的 吸引 子 是 一 样 的 
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通过 一 个 例子 就 能 很 好 地 看 清 这 一 点 . 映射 f R> REAR 
f(a) = 5 (1 — [2x 1) 


定义 的 , 因为 它 的 图 与 帐 状 (tent map) 相似 , 一 般 就 把 这 个 映射 称 为 帐 状 映射 ( 见 图 
13.1). 很 清楚 f 是 把 R 以 两 点 对 一 点 的 形式 映射 到 (一 o0,3/2) 上 . 用 下 面 两 个 压 
BR BR AT TE IRR PAIK S1, 52 : [0,1] 一 [0, 1] 


Si(x) = x/3, S2 {7) 二 1 一 x£/3 


f= F(1-2e-1) 


0.5 


图 13.1 帐 状 映射 f. 注意 f 把 三 分 康 托 尔 集 F 映射 到 它 自身 , 并 且 F 是 不 变 斥 子 . 
同时 也 注意 f EF 上 的 混沌 性 质 . 图 下 方 箭头 所 表示 的 是 一 个 点 的 迭代 


可 以 看 出 
f(Si(z)) = f(S2(£)) =z (O<zKS 1) 


所 以 Si 和 So 是 广 的 两 个 分 枝 . 因为 51 和 So 在 区 间 [0, 1] 上 都 是 压缩 的 , 由 定 
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H 9. 1 知道 存在 唯一 的 非 空 紧 吸 引子 F c (0,1), 满足 
F = S (PUS2(F) (13.1) 


这 里 又 可 以 表示 成 , F= A 5*(I0,1])( 对 任意 集 E, 1E SE) = S1(E)U S(E)). 很 


显然 , 吸引 子 F RRS RERA BEBO A In 2/in3 的 三 分 康 托 尔 集 . 

从 式 (13.1) 得 出 (F) =F. ATRE Fd f OT, ERB e < 0, A 
Z f(x) = 3a, 所 以 当天 一 co 时, f*(x) = 3" 一 一 00. 而 如 果 x > 1, PA f(x) <0, 
则 f(z) 也 还 是 随 着 k 趋 于 无 穷 而 趋 于 -oo. MR ze [0,1 \F, 于 是 就 存在 k, 使 
f$ x ¢ S*[0,1] = U {Si o--- 0 Si [0,1] : iz = 1,2}, 所 以 广 (z) ¢ [0,1], 因此 同样 有 
当天 一 oo 时 , f*(z) 一 —oo. 即 F SPP A RATER REF -co, 所 以 下 是 一 
AY RF. 

沿用 9.1 市 的 记号 , f EF 上 的 混沌 性 质 已 经 很 明显 了 . 像 式 (9.7) 中 那样 , 用 
Ti ig Pers F 中 的 点 , He i; = 1,2; WÈ i = ilie =i, 那么 


—k 
(Tit iz, 7 Ti it | < 3 


因为 vi, io, = Si (Zizi, ++), PTV Fi) = Tai 假设 (各 ++) 是 一 个 无 
穷 序 列 , 并 且 由 1 和 2 构成 的 任何 有 限 序 列 都 在 这 个 序列 中 作为 一 个 连续 块 出 现 ， 
例如 

(1,2,1,1,1,2,2,1,2,2,1,1,1,1,1,2,---) 


这 里 数 的 间隔 正好 表示 着 数列 的 形式 . 那么 , OT OF 中 的 任何 点 ou ae... 和 任何 整数 
q, 都 可 以 找到 整数 k, 使 得 (ii ince ig) = (iki i’ ikta) 于 是 有 [Pissing 
=T; i S374, 所 以 对 适当 大 的 k, 迭代 F* (Tiia) = irpini 就 能 任意 接 
W F 中 的 任 一 点 , 所 以 f EF 中 有 稠 的 轨道 . 类 和 似 地 , 因为 oi, tite yi 是 周 
期 为 k 的 周期 点 , 因此 f 的 周期 点 也 应 在 下 中 稠 . 因为 JE (Eh i21) € [0, 1/3], 
但 fF (ri, izin 2) © (2/3, 1], 由 此 可 以 看 出 迭代 对 初始 条 件 有 敏感 的 依赖 性 . 总 结 
以 上 可 以 得 出 FF 为 f 的 混沌 斥 子 的 结论 .( 在 f 的 作用 下 , F 中 的 点 可 以 表示 成 序 
列 (iriz e) 对 这 样 f 的 研究 称 为 符号 动力 学 .) 

用 完全 相同 的 方法 就 可 以 知道 , 一 般 的 迭代 函数 系 的 吸引 子 也 同样 对 应 到 函数 
HEF. 如 果 51,…,Sm 部 是 定义 域 D 上 的 压缩 的 一 一 映射 , 它们 的 吸引 子 是 F, 
H S51(F),…,Sm(F) 相互 不 交 的 , 那么 对 当 z 在 Si(F) 附近 时 , 使 得 f(x) = Si (z) 
的 任 一 映射 f, F 就 是 了 的 一 个 斥 子 . 进一步 地 , 通过 验证 了 在 点 tii 上 的 作用 
就 可 以 证 明 f 在 上 的 混沌 作用 . 确实 , 对 许多 动力 系统 而 言 , 它 的 定义 域 可 以 分 
解 成 几 个 部 分 ( 称 为 马尔 可 夫 分 解 ), 使 得 S 在 每 一 部 分 上 的 分 文 看 起 来 像 个 达 代 
KAR 作为 复 平面 上 的 一 个 例子 , 请 参看 定理 14.15. 
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13.2 EAAS 
wa Ori (logistic) Roy f: R — R 是 由 下 式 给 出 的 
falz) = àz(1 一 了 (13.2) 
其 中 入 是 一 个 正常 数 . 这 个 映射 是 作为 模拟 某 个 物种 的 总 量变 化 的 模型 而 引入 的 : 
如 果 在 任 一 年 末 总 量 为 z, 设想 在 下 一 年 末 的 总 量 为 fale) 目前 , 逻辑 斯 说 上 映射 作 
为 一 维 动力 系统 的 原始 模型 , 被 深入 系统 地 进行 研究 . 在 这 里 , 对 较 大 入 的 分 析 已 
经 相当 令 人 满意 了 , 而 对 较 小 的 和 还 只 是 一 个 简要 的 讨论 . 

对 给 定 的 入 > 24+ V5 = 4.236---, 则 可 以 得 到 13.1 节 的 帐 状 映射 斥 子 的 一 个 
非 线 性 变形 . 记 a= 1/2- 1/4- 1/A, 1-a =1/2+ 1/4- 1/) EDE 六 (z) =1 
的 两 个 根 , 区 间 [0,a] 和 [1 一 a,1] 上 的 每 个 点 都 通过 a 一 一 映射 到 [0, 1] 中 . 映射 
Sı 。 [0， 1] 一 人 [0, a] 和 So : 10, 1] 一 一 [1 一 Qa, 1] 的 定义 如 下 : 


Si(z) =1/2—/1/4—2/rX  Sa(£)=1/2+ Vi/4—z/A 


Spill BRAT fy? 在 [0,a] 和 [1 一 a, 1) Lew BCH, FF ATE xelo, 1], A fa(Si(z)) = 
fy(So(x)) = 2. 当 i=1, 2 时 , 可 以 得 到 : 


nay 2 (12)? 
所 以 , mE O <a <1, HI 


1 1 /1 1\72 1/722 -3 
二 所 19: ed [f2 一 二 | 二 
x <I < 3 (3 3 2 (3 a) 


根据 中 值 定 理 , 得 : 


9 1 


5 le ul < 18i(2) - Sw) <5 (FA) le 
(0 <z,y <1) (13.3) 
这 样 , 如 果 入 > 24+ V5, BRAT Si 和 So 都 是 [0,1 CAERS, 所 以 , 根据 定理 9.1, 
迭代 函数 系 {51,52} 有 唯一 的 (GES RAY) MSIF Fc [0,1], 它 满足 
F = S1 (P )US2(F) 


所 以 , 由 此 得 到 fa) = F. 因为 51(F) 和 SF) 相互 不 交 , 所 以 F 是 全 不 连通 的 . 
利用 和 帐 状 映射 证 明 中 和 完全 一 样 的 方法 , 可 以 知道 FP 是 一 个 太子 , BM r FF 
时 , x(z) 一 一 00, FFA f 在 下 上 是 混沌 的 . 
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AY hit 的 维 数 , 可 使 用 例 9.8 中 用 到 的 方法 . 根据 推论 9.6 和 推论 9.7, 从 
式 (13.3) 可 以 得 出 


D2 < dimy F < dimpF < TmsrF<— 2 —___ 
nà In (A (1— 4/2)" ) 


所 以 如 果 入 很 大 , F 的 维 数 就 很 接近 In 2/In À. 

对 较 小 的 入, BBR (13.2) 的 动力 性 是 很 微妙 的 . 如 果 0 < 入 < 4, BR 
fx Æ [0,1] RPE [0,1] BS, 此 时 可 以 把 注意 力 限 制 在 区 间 [0,1] E. 如 果 z 是 
f 的 p 周期 点 , 即 f?(x) = z, Hp 为 具有 这 种 性 质 的 最 小 正 整 数 , 当 |(f?)'(z)| < 1 
时 , 就 称 zx 是 稳定 的 , 反之 , 当 (PY > 1 时 , 就 说 z 是 不 稳定 的 . 稳定 的 周期 点 
吸引 附近 的 轨道 , 而 不 稳定 的 周期 点 排斥 它们 附近 的 轨道 . 如 果 0 < 入 < 1, 那么 在 
对 所 有 x e [0,1H ,六 (z) 一 0 的 意义 下 , 0 点 是 fh 的 一 个 不 动 点 , 并 且 它 是 吸引 的 . 
4M1<A< 3, BM fh, 有 一 个 不 稳定 的 不 动 点 0 和 一 个 稳定 的 不 动 点 1 一 1/ 和 , 所 以 
对 所 有 (0, 1) 区 间 中 的 点 z, jx(z) 一 1 一 1/ 和 . 随 着 和 的 值 增加 超过 Xi = 3 时 , 在 
1 一 1/ 和 的 这 个 不 动 点 变 得 不 稳定 , 分 裂 成 一 个 周期 为 2 的 稳定 轨道 , 在 这 个 轨道 上 ， 
除了 (0, 1) 区 间 中 可 数 个 点 外 其 他 点 都 被 吸引 ( 见 图 13.2). 当 入 到 达 Az = 1+4 V6 
时 , 周期 为 2 的 轨道 变 得 不 稳定 并 被 一 个 周期 为 4 的 稳定 轨道 代替. 随 着 入 进一步 
增加 , 在 入 = Aq 时 , 这 个 加 倍 周 期 持续 变 到 周期 为 24 的 稳定 轨道 , 这 个 轨道 吸引 了 
BR (0, 1) 区 间 中 可 数 个 点 外 的 所 有 点 . 


1 


yrx 
2 区 
0 
0 X, x, l 


图 13.2 入 = 3.38 时 的 逻辑 斯 诺 映 射 f(x) = Xz(1 一 2). 注意 满足 f(z1) = zo， 
f(z2) = z1 的 周期 为 2 Bu xi, zz 
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这 个 过 程 的 令 人 惊奇 的 性 质 之 一 就 是 随 着 入 增加 , 周期 加 倍 的 这 个 过 程 越 来 越 
频繁 , AMA dw 时, 有 一 oo, 这 里 和 oo ~ 3.570. 当 入 趋向 Aw, 周期 为 2 HK 
定 轨 道 反复 分 裂 成 附近 的 周期 为 29+1 的 稳定 轨道 , 这 样 就 得 到 了 一 个 吸引 轨道 的 


序列 , 这 个 轨道 序列 通 近 一 个 康 托 尔 集 ( 见 图 13.3). 


1.0 
0.8 
0.6 
0.4 


0.2 


0.0 
3=A, 3.2 3.42, AA_3.6 3.8 4.0 
图 13.3 ”对 适当 的 初始 点 z, 对 每 一 个 入 绘 出 当 k FPF 150 和 300 之 间 的 迭代 f(x). 
当 入 < Xce 时 图 中 与 垂直 线 的 交 就 是 周期 吸引 子 . 当 入 通 近 和 Aw 时 , 周期 轨道 
反复 分 裂 在 入 = Aco 时 形成 了 康 托 尔 集 形式 的 吸 子 


当 入 = oo 时 , MSIF F 实际 上 就 是 一 个 康 托 尔 集 类 型 的 集 . IBA PF FE fr. 
下 是 不 变 的 , 并 且 除 了 可 数 个 点 以 外 , [0,1] 中 的 所 有 点 在 fao EAR FEREN F(A 
外 点 就 是 欠 代 时 进入 不 稳定 周期 轨道 的 那些 点 ). 当 g 相当 大 时 , 通过 对 fy, 的 周期 
轨道 的 分 析 就 能 推断 fy. Æ F EWEN. 存在 着 稠密 轨道 , 但 对 初始 条 件 没 有 敏感 
的 依赖 性 . 有 可 能 证 明正 在 式 (9.2) 的 意义 下 , 是 某 个 迭代 函数 系 的 吸引 子 , 并 且 利 
FAR 9.8 的 方法 可 以 估计 出 它 的 察 斯 多 夫 维 数 为 0.538.…… 对 这 个 分 形 吸 引子 的 结 
构 的 完整 分 析 已 经 超出 本 书 的 范围 . 

在 和 oo < 入 <4 时 ,有 几 种 类 型 的 状况 发 生 : 存在 一 个 参 集 K, 使 得 如 果 入 e K, 
WW fA 有 一 个 具有 正 长 度 的 真正 的 混沌 吸引 子 . 并 且 K 本 身 有 正 的 勒 贝 格 测度 . 然 
m, Æ K 的 间 陀 或 “窗口 ”上 , 双 倍 的 周期 再 次 发 生 . 例如 , 当 A ~ 3.83 时 , 存在 一 
个 周期 为 3 的 稳定 轨道 ; ME 入 的 增加 , 它 首 先 分 裂 成 周期 为 6 的 稳定 轨道 , 然后 
再 分 裂 成 周期 为 12 的 稳定 轨道 , 等 等 . 当 入 到 达 大 约 3.855 时 , 这 些 稳 定 轨 道 的 “ 极 
限 ” 就 是 一 个 类 型 康 托 尔 集 的 吸引 子 . 类 似 地 , 存在 其 他 的 窗口 , 在 这 些 窗口 加 倍 周 
期 分 裂 是 从 以 5 为 周期 , 以 7 为 周期 , 以 及 其 他 素数 等 开始 的 . 
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这 种 加 倍 周 期 的 最 吸引 人 的 性 质 之 一 就 是 它 的 普 沉 性 : 随 着 和 值 的 增加 , 逻辑 
斯 诺 映 射 的 性 状 导 区 间 上 的 任何 变换 族 f(x) = 和 f(x) 的 性 质 是 相同 的 , 只 要 其 中 
的 f 是 单 峰 的 , 中 f 比如 说 在 某 点 c 有 唯一 的 极 大 值 , 也 就 是 满足 f”(c) < 0. BR 
加 们 周期 出 现 的 值 和 i, 和 2,… 依赖 于 S, 但 是 在 这 些 点 值 趋 近 Xee 的 速度 是 一 致 的 ， 
BD Aso — àk œ că, 这 里 6 = 4.6692, 称 之 为 Feigenbaum 常数 ; 而 c 依赖 于 函数 f. 
此 外 , 对 任何 可 徽 的 单 峰 函 数 f, 有 的 分 形 吸 引子 的 紧 斯 多 夫 维 数 都 等 于 0.538… 
已 经 被 用 来 作为 生物 种 群 的 模型 , 并 表现 出 有 类 似 性 质 的 映射 包括 下 列 一 些 ， 
falz) = Asin nz 
falz) = zexp(A(l — 7)) 
falz) 三 ZU 十 和 AL 一 了 )) 
fale) = dx /(1 + azx)° 


13.3 ALPS RBM 


平面 上 带 有 分 形 吸引 子 的 最 简单 动力 系统 之 一 就 是 “面包 师 ” 变 换 (the ‘bakers 
transformation), 之 上 所 以 这 样 叫 是 因为 它们 看 起 来 好 像 重 复 地 拉 伸 面 轩 然后 折 成 两 
tk. i$ E = [0,1] x [0,1] 是 一 个 单位 正方 形 , 对 固定 的 0< 入 < 1/2, 按 如 下 方式 定义 
(2x, Ay) O<2x<1/2 


jew = (2r —1,Ay+1/2) 1/2<ax<1 


(13.4) 
这 个 变换 可 以 认为 是 把 妃 拉 伸 成 为 一 个 2x 的 矩形 , 然后 把 它 制 成 两 个 1 x 和 的 
矩形 , 再 把 这 两 个 矩形 笃 起 来 , 在 它们 中 间 留 有 一 个 1/2 A BERR ( 见 图 13.4). 于 
是 By = f(E) 是 一 个 递 不 的 集 序列 , 并 且 Ee 由 2* 个 高 等 于 A 的 水 平 窗 条 组 
成, 这 些 窑 条 之 间 的 空隙 至 少 为 (1/2 AA. 因为 (Ex) = Eri, 所 以 紧 极限 集 
F= f) Be 满足 1(F)=F.( 严 格 地 说 , 做 为 /不 连续 的 推论 , (UP) 不 包含 在 正方 形 


E 左边 界 上 面 的 那 一 部 分 , 但 这 对 我 们 的 研究 几乎 没有 什么 影响 ). 如 果 (x,y) € E, 
那么 f*(x,y) € Ex, 所 以 fEl, y) 落 在 与 集 F 的 距离 最 多 为 愉 的 范围 内 . 所 以 E 
中 的 所 有 点 都 在 f IRAP RR F RSI. 

如 果 初 始点 是 (x, yh 其 中 r 的 二 进 制 展 开 式 为 z = 0.aliaz……， H x Æ 1/2,1, 
那么 很 容易 验证 : 

F¥ (x,y) = (0.ak+10k4+2 Yk) 

这 里 的 yr 是 从 Ex 最 下 端 编号 为 0 FERRER opax1---ar( CBRE) P78 
条 中 的 点 . 这 样 当 上 很 大 时 , JF y 的 位 置 主要 依赖 于 z 的 二 进 制 展 开 式 中 的 数 
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o = 
图 13.4 面包 师 变 换 ，(a) 在 单位 正方 形 上 变换 的 结果 .(b) 变换 的 吸引 子 


F ai, 这 里 要 求 i 与 上 很 接近 的 . 通过 选择 一 个 二 进 制 展 开 式 中 包括 所 有 的 有 限 序 
列 (0 和 1 的 ) 的 x, 对 确定 的 初始 点 (x, y), 就 可 以 使 得 1*(z,y) 在 下 中 稠 ,这 正和 
帐 状 映射 的 情形 相同 . 

沿 着 这 个 线索 进一步 分 析 就 能 证 明 f 对 初始 条 件 有 敏感 的 依赖 性 , FE f 的 
周期 点 也 在 FPR, 所 以 F 是 f 的 一 个 混沌 吸引 子 . SRP 也 是 一 个 分 形 , 它 
本 质 上 是 乘积 集 [0,1] x Fi, 这 里 F 是 一 个 康 托 尔 集 , 即 由 变换 Si(z) = Ac 和 
92(Z) = 1/2 + Az 组 成 的 IFS 的 吸引 子 , 由 定理 9.3 给 出 维 数 公 式 , 易 知 : dimy F = 
dimg F 二 (In2)/( 一 ln 入 ), 所 以 根据 推论 7.6 有 dimg F = 1 + (ln2)/(- ln 入 ). 

面包 师 的 变换 人 为 的 痕迹 很 明显 , 因为 这 个 变换 是 逐 段 线性 的 而 且 又 是 不 连续 
的 , 可 是 它 确实 运 合 用 来 说 明 “ 拉 伸 和 制 切 ” 是 如 何 产生 分 形 吸 引子 的 . 

平面 上 的 连续 也 数 也 能 出 现 像 “ 拉 伸 和 折 巷 ”这 样 紧密 联系 的 过 程 . OE = 
[0, 1] x [0,1], 并 设 f 是 把 E 一 对 一 地 映射 到 一 个 马蹄 形 区 域 f(Z) 上 的 映射 , 并 使 
JE) 包含 在 中. 那么 了 可 以 被 认为 是 把 EB 拉 成 一 个 又 长 又 薄 的 矩形 然后 在 中 
间 对 折 , 通过 /把 这 个 图 形 反 复 地 拉 伸 和 对 折 使 得 f*(EE) CELERE HERZ 
不 断 增加 ( 见 图 13.5). 因此 有 已 > f(E) > (8) 2 … ER F = A) fACE) 吸引 


五 中 的 所 有 点 . 局 部 地 , FP 看 起 来 像 一 个 康 托 尔 集 与 一 个 区 间 的 乘积 . 

在 这 个 构造 中 作 一 个 变动 就 可 以 给 出 特征 差别 相当 大 的 变换 ( 见 图 13.6). 如 
R 刀 是 平面 上 包含 单位 正方 形 五 的 区 域 , f: D> D 为 一 个 使 f(E) 是 马蹄 形 的 映 
射 , FFE “ASS” AT “GI” ARTE D 中 , BARER 之 外 , 而 且 在 以 后 的 迭代 中 都 不 
能 回 到 E A; 那么 正方 形 上 的 几乎 所 有 点 (在 平面 测度 意义 下 ) 最 后 者 能 通过 f 
迭代 到 的 外 面 . 如 果 对 任意 正 数 &, f(x,y) € E, 那么 (x,y) € A f-*(E). 对 适 


当 定 义 的 f, fE) 由 穿 过 B 的 两 个 水 平 条 形 集 构成 所 以 A fR(E) 也 是 区 间 
[0,1] 与 一 个 康 托 尔 集 的 乘积 . 而 集合 
F= Ñ f*(B)= (F P )n( Aw) 


太一 一 一 日 
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° (a) . KO ar “ 

图 13.5 HRI (a) A BRIE AE 五 变换 成 马蹄 形 集 f(E),a,b,c,d 
分 别 映射 成 a',b, c,d'(b) 在 Ff WHEAT, E 的 迷 代 形成 了 一 个 局 部 是 直 
线 与 康 托 尔 集 的 乘积 形式 的 集 


VSD Fan SOON, S E) 
(b) 
图 13.6 BACH) SBE BRAT. (a) 变换 后 正方 形 E HIR F(E) a IE A 
EF E IO) R N f (E) 和 NA JE (E) 都 是 康 托 尔 集 与 单位 区 间 
的 乘积 . 它们 的 交 F 是 f 的 不 稳定 的 不 变 集 


是 紧 的 并 且 对 f 也 是 不 变 的 , 同时 也 是 两 个 康 托 尔 集 的 乘 积 . 然而 , F 不 是 吸引 
F, 因为 任意 接近 下 ARRORA] 五 的 外 面 . 

“ 拉 伸 和 折 秋 ”变换 的 一 个 具体 例子 就 是 Hénon 映射 , 此 映射 f: R? 一 R? 是 
由 式 (13.5) 给 出 的 ， 


f(z,y) = (y+1— az’, bz) (13.5) 
xX a Al b E.G FE a=1. 4, b=0.3 作 研 究 , 对 这 些 值 存在 一 个 四 边 形 D, 
使 得 f(D) c D, 可 以 把 注意 力 集中 在 这 个 区 域 上 ), 对 所 有 的 (x, y), 这 个 映射 的 雅 
可 比 行列 式 的 值 都 为 b, 所 以 它 的 面积 在 R? 上 以 一 个 常 速 率 收缩. 对 坐标 进行 线 
性 变换 , A (13.5) 是 带 有 这 种 性 质 的 最 一 般 的 二 次 变换 . 变换 (13.5) 可 以 分 解 为 一 
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个 ( 保 面 积 的 ) 弯曲 变换 、 一 个 压缩 变换 和 一 个 反射 变换 的 组 合 , 最 终 效果 是 变 得 
“ 像 马蹄 形 ”( 见 图 13.7). 这 使 我 们 可 以 期 望 f 有 一 个 分 形 吸 引子 , 而 这 已 被 计算 机 
图 像 证 实 了 (WME 13.8). 精确 的 图 像 表 明了 这 个 集 的 带 状 特征 , 并 且 在 局 部 上 它 是 
一 直线 段 和 一 个 类 康 托 尔 集 的 乘积 . 数值 估计 得 出 当 a=1.4, b=0.3 时 , 吸引 子 的 盒 
维 数 大 约 为 1.26. 


PRI AR ANS H 


(x, yp) =O, 1 - ax” +y) 


X 方 回 的 压缩 


(X7, yə) = (bx), yı) 


A2 


对 于 直线 y=x 的 反射 


(x3, y3) = (V5, X7) 


图 13.7 Hénon 映射 被 分 解 成 一 个 面积 保持 不 变 的 弯曲 、 一 个 压缩 和 一 个 关于 直线 
y= ox 的 反射 , 图 中 显示 了 这 些 变换 在 一 个 惩 形 上 的 连续 作用 


对 Hénon 映射 的 动力 系统 的 细致 分 析 是 十 分 困难 的 , 它 的 动力 性 还 不 是 完全 
清楚 . 特别 随 AT b 变化 时 在 (分 枝 ) 性 质 上 发 生 的 定性 变化 是 非常 复杂 的 

可 能 还 有 很 多 的 其 他 类 型 的 “ 拉 伸 和 折 释 "变换. 变换 可 以 折合 几 次 或 者 甚至 
是 多 对 一 的 ; 例如 , 马蹄 形 的 端点 可 以 交叉 . 这 样 的 变换 时 常 有 分 形 吸引 子 , 但 是 对 
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它们 的 分 析 变 得 更 加 困难 . 


—0.5 


图 13.8 ”在 Hénon PRAY (13.5) F, RATER TR SIF. (b) 中 
显示 的 是 (a) 中 小 正方 形 的 放大 , 这 里 带 条 变 得 很 明显 


13.4 È & F 


下 一 个 例子 就 是 三 维 区 域 上 的 变换 实心 环形 曲面 (solid torus). 如 果 一 个 
单位 圆 盘 BS B 在 同一 平面 上 且 与 B 不 交 的 轴 L 旋转 360°, 一 个 实心 环形 曲 
面 D 就 产生 了 . 环 面 D 可 以 看 成 是 由 B 的 中 心 绕 工 轴 旋转 得 到 的 半径 7 > 1 的 加 
C 与 B 的 乘积 . 这 就 给 出 了 环 面 D 的 很 方便 的 参数 表示 : 


{(¢,w) ECxXB:0<¢< 2n, w| <1} 
这 里 角 o MET C 的 一 个 点 , w 是 相对 于 B 的 中 心 的 位 置 向 量 ( 见 图 13.9). 
国定 0 < a < 1/4, 由 下 式 定义 1f:D 一 DD 


f(¢,w) = (26(mod2n), aw + z0) (13.6) 


XE EB ESIR o 角 的 单位 向 量 . 那么 了 就 把 刀 映射 成 半径 为 a 的 实心 
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图 13.9 Wi D 的 参数 表示 


BEHEE D 内 环绕 两 图 ( 见 图 13.10). 注意 (9,w) A (+n, w) ARERR D 的 同 
样 的 “薄片 ” 上 的 点 , 即 以 工 为 边界 的 同一 个 半 平 面 上 . BRER (D) 是 半径 
Ay a” 的 管 并 且 环 绕 f(D) 两 圈 , 因此 f(D) 环绕 DD PAPEL 同样 D) 环绕 DD 八 图， 
等 等 . 交集 下 = N f*(D) 是 非常 纤细 的 , MEER RERBOHE D 的 任 


何 截 口上 都 是 一 个 类 康 托 尔 集 . 集 F mR E (solenoid), F 在 f 作用 下 是 不 变 
的 并 且 吸 引 D 中 的 所 有 点 


(a) 


图 13.10 RRE (a) WH D 和 它 在 f 下 的 像 .(b) 横断 的 平面 截 口 
与 F 的 交 为 类 康 托 尔 集 


可 以 利用 通常 的 方法 求 出 下 的 维 数 . 设 Ps 是 以 上 为 边界 的 半 平 面 , 并 且 与 C 
相交 成 o 角 . 注意 到 (C 是 一 个 绕 环 面 2* 次 的 光滑 闭 曲线 , 所 以 它 的 总 长 度 最 
大 是 2*c, 这 里 c 与 天 无 关 (f*(C) 不 能 摆动 得 太 大 , "(CO) 的 每 一 圈 曲 线 与 每 一 个 
半 平 面 Py 之 间 的 夹 角 有 正 的 下 界 ). 集 JED) 就 是 曲线 (C) 的 “充实 或 加 肥 ” 使 
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之 成 为 半径 为 a* WE, 所 以 它 能 被 沿 着 曲线 4*(C)、 相 距 为 只 、 半 径 为 2a* 的 球 
族 所 覆盖 ; 显然 2 x 2*ca-* 个 球 足 以 覆盖 SED), 所 以 应 用 命题 4.1 并 采用 通常 的 
方法 可 以 得 到 dimy F < dimpF < s, ##H Hs (F) < œ, KH s = 二 1+ (In2)/(- ina). 
为 了 得 到 它 的 维 数 的 下 界 估计 , 对 每 个 办 HMO POPs. 集 f(D) 门 Py 包含 
TÆ DNP, P, 半径 为 a 的 两 个 圆 盘 , 它们 的 中 心 相 距 为 1/2, 且 同 在 DAP; 的 一 
个 直径 上 , 并 且 分 别 在 DNP 中 心 的 两 侧 . 每 个 这 样 的 圆 盘 又 包含 了 DNA Pe 
中 半径 为 a? 的 两 个 圆 盘 , 并 且 中 心 相距 为 a/2, 等 等 . E FNP 上 分 配 一 个 质量 分 
布 u, E JEDNA P, 的 2* 个 圆 盘 中 的 每 一 个 都 有 质量 2 一. 如 果 UC Ps 满足 


ak (1/2 — 2a) < |U] < ak-1(1/2 — 2a) 
对 整数 k, WU 最 多 与 f(D) NPs 中 的 最 多 一 个 圆 盘 相 交 , 所 以 


u(U) <27* = gk(in2)/(- Ima) < e jpn ma) 


这 里 cl 与 |U] 无 关 . 则 可 以 由 质量 分 布 原理 4.2 得 出 


Hm 2)/(- Ina) (ENP) >e.. 


因为 EARO FAAPO Sg < 20) 构造 出 来 的 , 从 命题 7.9 的 一 个 高 维 推广 可 以 
得 到 HS (F) > 0, Hs = 1+ (In2)/(— lna). 于 是 证 明了 dimy F = dimg F = s, H 
0< H* (F) <œ. 

如 果 8/27 = 0.4142… 为 二 进 制 小 数 , 从 式 (13.6) 得 出 1*(98,w) = (be, ve), 这 
H by /2m = 0.akfliak+2 并且 对 d < k, 表示 为 akQk_1… ak-_atl 的 二 进 制 整数 决 
定 了 点 vx 属于 SDNP 中 的 2° 个 圆 盘 中 的 哪 一 个 . 正如 前 面 例子 中 的 那样 ， 
适当 选择 数字 at, 02,--- 能 够 使 初始 点 (¢,w) 在 Sl w) 的 作用 下 在 F 中 稠 , 或 者 
能 得 到 周期 性 轨道 , 所 以 f 在 上 是 混沌 的 . 


13.5 ”连续 动力 系统 


离散 的 动力 系统 可 以 看 成 是 在 长 时 间 延 续 的 离散 时 间 间 隅 上 , 一 个 数量 值 的 变 
化 公式 . GFR ATSB ALARA PA, 那么 公式 按 通 第 的 方法 就 变 成 了 微分 方程 . 这 
样 很 日 然 地 把 一 个 独立 存在 (时 间 独 立 ) 的 微分 方程 当 作 一 个 连续 的 动力 系统 . 
i D 是 R” 中 的 一 个 定义 域 , BR S: D 一 R” 是 一 个 光滑 渔 数 , 微分 方程 
. dz 
t= = f(z) (13.7) 
有 充满 D 的 一 族 解 曲线 (solution curve) 或 轨道 (trajectony). 如 果 初 始点 Z(0) BE, 
对 任意 时 间 t, HE z(t) 都 保持 在 通过 x(0) 的 唯一 轨道 上 ; 当 t 一 + 时 , x(t) 的 性 
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质 可 以 由 得 到 的 轨道 发 现 . 对 f 给 定 一 个 合理 的 条 件 , 就 不 会 有 两 个 轨道 相交 , 否 
则 方程 (13.7) 不 能 决定 r 的 运动 . 此 外 轨道 除了 在 点 之 = f(x) = 0 和 轨道 为 单 点 
外 都 十 分 光滑 地 穿 过 D. 

正如 在 离散 系统 中 看 到 的 , 连续 动力 系统 也 能 导出 吸引 子 和 斥 子 .D 的 一 个 闭 
TR FF 称 为 包含 F 的 吸引 域 V 的 吸引 子 , 如 果 对 开 集 Y 中 的 所 有 初始 点 z(0), 通 
过 z(0) 的 轨道 r(t) ME 上 无 限 增 大 而 接近 F. 当然 , 要 求 F 是 不 变 的 , 所 以 如 果 
z(0) 是 五 中 的 点 , 那么 对 -oo < t < o, c(t) WE F 中, 这 就 意味 着 下 是 一 些 轨道 
的 并 . 同时 也 要 求 下 在 下 面 的 意义 下 是 最 小 的 , 即 存在 一 点 z(0), 使 得 r(t) 在 下 中 
i. 

当 DD 是 一 平面 区 域 时 , 连续 动力 系统 的 吸引 子 的 范围 是 相当 有 限 的 . 仅 有 的 吸 
引子 可 能 是 孤立 点 (在 式 (13.7) 中 满足 f(z)=0 的 r) 或 是 闭环 . 比较 复杂 的 吸引 子 
不 可 能 发 生 . 为 了 证 明 这 点 , 假设 z(t) 是 一 个 吸引 子 的 稠密 轨道 , 并 且 假 设 在 t。 附 
近 的 t 对 应 的 轨道 z(t) SE ti 附近 的 轨道 z(t1) 是 非常 接近 的 , 但 是 截然 不 同 , A 
为 轨道 是 非常 光滑 地 变化 的 , z(t) 在 志和 刀 的 方向 几乎 是 平行 的 ( 见 图 13.11). 所 
以 对 上 > to, 轨道 x(t) 被 “阻塞 ”而 不 能 接近 r(t), 所 以 事实 上 z(ti) 不 能 是 吸引 子 
上 的 一 个 点 .( 这 个 事实 的 精确 公式 就 是 著名 Poincaré-Bendixson 定理 ). 


x(t) 


ma , 


x(t) 


图 13.11 平面 上 连续 动力 系统 的 轨道 . 假设 轨道 光滑 地 变化 , 对 任 
何 t > te, 轨道 显示 出 被 “阻塞 ”而 不 能 接近 z(t1) 


因此 , 为 了 找到 带 有 分 形 吸 引子 的 连续 动力 系统 , 需要 在 3 维 或 更 高 维 的 空间 
中 考察 系统 . 线性 微分 方程 (在 式 (13.7) 中 , 使 f(x) 是 z WARE RR) 用 经 典 的 方 
法 完全 可 以 解决 , 它 的 解 包括 周期 项 或 指数 项 . 然而 即使 是 非常 简单 的 非 线 性 项 都 
可 以 导致 相当 错综复杂 的 轨 记 .众所周知 , 非 线性 微分 方程 , 特别 是 高 维 人 情形 是 非 
常 难 分 析 的 , 目前 , 关于 这 个 问题 的 讨论 来 源 于 年 性 的 数学 分 析 和 数值 研究 的 结合 . 
一 个 标准 的 方法 是 把 3 维 连续 系统 通过 平面 “ 稚 口 ” 变 成 二 维 离散 系统 , 这 种 截 口 
又 被 称 为 “Poincaré RU”. WR P 是 横 截 这 些 轨道 的 平面 区 域 , 就 可 以 定义 “第 
一 次 返回 ”映射 (first return map)g: P 一 P, 7 作为 PP 上 的 一 点 , 9g(z) 就 取 为 通过 
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r 的 轨道 下 一 次 与 忆 的 交点 ( 见 图 13.12). 那么 g 就 是 已 上 一 个 离散 动力 系统 . 如 
果 g 在 PP 上 有 一 个 吸引 子 E, 那么 通过 五 中 的 点 的 轨道 的 并 就 是 f 的 一 个 吸引 子 
F, 局 部 看 起 来 F RE E 和 一 线段 的 乘积 , 根据 推论 7.4 的 一 个 变化 , 对 典型 的 问 
题 可 以 得 出 dimy F = 1 + dimp E 的 结果 . 


x(t) 


图 13.12 Æ 有 EER AS PRE BUN g 导出 的 
一 个 平面 上 的 离散 动力 系统 


带 有 分 形 吸引 子 的 连续 动力 系统 中 已 知 的 最 好 的 例子 , 可 能 就 是 洛 伦 效 系 统 方 
fe. 洛 伦 兹 研究 了 从 下 面 加 热 的 流体 的 一 个 水 平 层 的 热量 积聚 , 由 于 液体 的 浮力 , 在 
加 热 时 热 的 流体 上 升 并 形成 了 圆 简 形 的 对 流 ， 在 一 定 条 件 下 这 些 单元 就 是 一 系列 
平行 旋转 的 圆 简 形 对 流 ( 见 图 13.13). 洛 伦 兹 用 连续 方程 和 流体 动力 学 中 的 Navier- 
Stokes 方程 , 还 有 热传导 方程 描述 这 些 圆 简 形 对 流 中 的 一 个 性 质 , 一 系列 的 近似 和 
简化 导出 了 洛 伦 兹 万 程 (Lorenz equations). 


t= o(y—2) 


z=a2y—bz 


Et 


OOO 


热 的 下 边界 
图 13.13 ” 洛 伦 兹 方程 描述 了 热传导 过 程 中 , 黏 性 液体 内 旋转 的 圆 简 形 对 流 的 一 个 性 质 


z 项 代表 圆柱 的 旋转 速度 , z 表示 垂直 线 方向 的 温度 变化 率 , y 项 对 应 的 是 圆柱 里 外 
两 面 的 温度 差 , 常数 o 是 空气 的 Prandtl 系数 (Prandtl AMSA Bi Ae BEA Ae 
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导 性 两 方面 的 性 质 ), b 依赖 于 液 面 宽 与 液体 高 的 比率 ,7 是 一 个 控制 参数 , 表示 在 系 
统 的 底部 与 项 部 的 温度 差 . 第 二 和 第 三 个 方程 中 的 非 线 性 是 由 于 流体 方程 的 非 线 
性 所 导致 的 . 

在 (x, y, 2) 空间 考虑 问题 , 首先 必须 注意 的 就 是 , 系统 (13.8) 以 一 个 常 速率 压 
缩 体积 . 在 一 个 很 小 的 边 长 为 6 的 坐标 盒 的 相对 面 上 速度 的 差 近似 等 于 6(62/6z)， 
6(Oy/Oy), 5(02/0z), 所 以 盒 的 体积 变化 率 是 6° (O2/Oxr + Oy/Oy + 02/0z) = 一 (o + 
b 十 1)6”< 0. 不 过 如 取 o = 10,b = 8/3,7 = WRAL MAKI) Pie wm 
集中 在 形式 非常 复杂 的 一 个 吸引 子 上 . 这 个 洛 伦 兹 吸引 子 包含 两 个 “ 圆 盘 ”, 每 一 个 
都 是 由 螺 线 形 轨道 构成 的 〈( 见 图 13.14). See LAE ee He BB ST PY E 
个 而 进入 另 一 个 圆 盘 中 . 如 果 要 计算 轨道 c(t), 则 下 面 的 性 质 是 典型 的 . 随 着 上 的 增 
加 , x(t) 先 绕 一 个 圆 盘旋 转 几 图 , 然后 “ 跳 " 到 刀 一 个 圆 盘 中 . 绕 第 二 个 圆 盘 旋转 几 
图 后 , 又 跳 回 原来 的 圆 盘 . 并 以 这 样 的 方式 继续 下 去 , 在 离开 每 个 圆 盘 之 前 所 统 的 圈 
数 是 一 个 明显 的 随机 数 . 这 个 运动 近乎 是 一 个 混沌 状态 , 特别 , 在 吸引 子 的 两 个 加 
盘 中 最 初 非常 接近 的 点 很 快 就 有 完全 不 同 的 存在 形式 .、 对 初始 条 件 的 这 种 敏感 的 
依赖 性 的 解释 就 是 , 不 可 能 对 天 气 作 长 期 预报 . 


sm iy ai H ` + 
i 一 i f: ， . 
ite a . n 
Ta Man pi priam +- o- 
一 = we A 
ee aa 


图 13.14 o = 10,b = 8/3,r = 28 时 洛 伦 兹 吸引 子 的 视图 . 注意 到 是 
SAAT A eee HF BE “BEA” 35 —- 


洛 伦 兹 吸引 子 显 然 也 是 一 个 分 形 , 4 o = 10,6 = 8/3,7 = 28 时 通过 数值 估计 ， 
这 个 吸引 子 的 维 数 大 约 为 2.06. 
其 他 的 微分 方程 系统 也 有 分 形 吸 引子 .Rassler 研究 了 如 下 这 个 方程 : 
区 一 一 人 一 2 
y =T + ay 
ż=b+z(xz—-ce) 


如 果 运 当地 选择 固定 的 上 和 c SIP PERS a 的 变化 而 变化 . 当 a 很 小 时 , 吸 
引子 是 一 个 简单 闭 曲线 , 但 是 随 着 a 的 增加 , 这 个 曲线 就 分 裂 成 一 个 两 圈 的 环 , 继而 
分 裂 成 四 圈 的 环 等 . 这 样 , 一 类 加 倍 的 周期 又 出 现 了 , 当 a 到 达 临 界 值 时 , 有 一 个 带 
状 形式 的 分 形 吸引 子 ( 见 图 13.15), 这 个 带 在 其 内 有 一 个 扭转 , 非常 像 Möbius 带 . 
对 大 的 范围 , 每 一 个 连续 的 动力 系统 都 必须 各 自分 别 进行 研究 , 几乎 不 存在 普 


*13.6 小 因 于 理论 185 


图 13.15 a=0.173,b = 0.4,c = 8.5 时 Rossler 带 吸 引子 的 视图 , 注意 这 个 就 是 
局 部 蕴含 着 康 托 尔 集 与 直线 段 滋 积 所 得 到 的 集 


遍 适 用 的 理论 . 连续 系统 的 吸引 子 非常 适合 计算 机 研究 , 数学 家 经 常 受 到 挑战 去 解 
释 在 计算 机 屏幕 上 观察 到 的 “奇异 的 ”吸引 子 . 


*13.6 “小 因子 理论 


很 多 重要 的 动力 系统 都 依赖 参数 w, 在 某 种 意义 下 如 果 w“ 不 太 接 近 一 个 有 理 
数 ”, 那么 这 个 系统 就 是 稳定 的 , MUA, 也 就 是 在 10.3 节 的 意义 下 , w 是 可 以 很 
坏 地 通 近 的 . 根据 Jarnik 定理 10.3, 可 以 很 好 地 通 近 的 数 构成 了 分 形 集 , 所 以 稳定 
参数 位 于 带 有 分 形 补 集 的 集 里 . 

下 面 这 个 简单 例子 将 表明 , 可 以 很 坏 地 到 近 的 参数 是 起 样 导 致 稳定 系统 的 . 

设 C 是 具有 单位 半径 的 无 限 柱 面 {(60,y) :0 < 9 < 27n, 一 00 < y < oo}, 固定 we 
R, 由 下 式 定 义 一 个 离散 的 动力 系统 1f:C 一 C 


f(0,y) = (0 + 2nw(mod2x), y). (13.9) 


很 显然 , f 正好 把 圆柱 面 上 的 点 旋转 2rw, y= 常数 的 圆周 在 f 的 作用 下 是 不 变 的 . 
很 自然 地 要 问 , 如 果 对 变换 (13.9) 稍 作 扰动 , 这 些 不 变 曲 线 是 否 是 稳定 的 ? 这 个 图 
柱 面 还 能 否 被 这 些 不 变 闭 曲线 族 覆 盖 ( 见 图 13.16)? 令 人 惊奇 的 是 , 这 依赖 于 数 w 
的 性 质 : WME w 是 “充分 无 理 的 ”, 那么 不 变 曲线 仍然 保持 不 变 . 

对 变换 (13.9) 进行 修改 , 使 之 成 为 


f(0,y) = (8 + 2nw(mod2x), y + g(0)) (13.10) 


这 里 9 是 一 个 Ce 函数 ( 即 9 有 任意 阶 连 续 导 数 ). 用 分 部 积分 很 容易 证 明 , —A K 
BE Cee 的 当 上 且 仅 当 傅 里 叶 系 数 ax 收敛 到 0 的 速度 , EE k BERKA NAE 
都 快 . 因此 , 如 果 


g(0) — N ap’ 
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图 13.16 (a) 映射 f(0, y) = (9 十 2mw(mod27),y) 的 不 变 圆 . (b) MAR v 不 是 
“KEW”, 对 映射 £ (0, vy) = (0 + 2uw(mod 2x), y + g(0)) 作 一 个 小 摄 
动 , 这 些 不 变 圆 扭 成 一 族 光 滑 不 变 曲线 
是 9 的 傅 里 叶 级 数 , 那么 对 每 一 个 正 整数 m, 都 存在 一 个 常数 c, 使 得 对 k FO, 
ok 和 ce 
假设 y = y(0) EA (13.10) 之 下 的 不 变 曲 线 , 并 设 y 的 傅 里 叶 级 数 为 
y(9) = 》 bre”. 


只 要 (y,y(9)) 在 曲线 上 , MA (6 + 2rw(mod2r),y(O) + 9(9)) 也 一 定位 于 此 曲 
线 上 , 因此 就 有 
y(0 + 2xw(mod2nx)) = y(0) + g(A) 
或 者 ~ oo sc 
》、 bp oik(0+2nw) = 》、 bpe? 十 > apet’. 


比较 上 式 两 边 e” 项 的 系数 , 如 果 w 是 无 理 数 , 可 以 得 到 ao = 0, 而 bo 是 任意 数 ， 
并 且 


bk = ae (k#0) 
所 以 不 变 曲线 由 


Ok ikO 
y(@) = bo + 3 qonikw — 1° (13.11) 
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给 出 ， 如 来 此 传 里 叶 级 数 收 合 到 一 连续 函数 RE eike — 1 取 “ 太 小 的 值 不 太 
频繁 ”, 就 会 发 生 这 种 情形 . 假设 对 某 个 a > 2, w 不 是 a REREH ( 见 式 10.4), 
那么 存在 一 个 常数 ci 使 得 对 任意 的 天 尖 0 


exito — 1| > min |kw — m| = ||kw|| > c1 [I 
mez 


所 以 对 每 一 个 m 存在 常数 c 使 得 


Qk i Cy * |ar| < cc" 


< klt a `~ 


—1 |k 77 l+a l 


e2nikw 


因此 , 如 果 g 是 一 个 C2 函数 , 则 对 某 些 a > 2, w 不 是 a FR EA). 由 式 (13.11) 
给 出 的 函数 y(9) 是 Co 的 , 故 f 有 一 族 C™” 的 不 变 曲 线 . 在 定理 10.3 中 已 经 看 到 ， 
对 所 有 a > 2 的 a 很 好 可 逼近 的 数 集 的 维 数 为 0, 所 以 对 “大 部 分 的 ”w, 不 变 曲线 
都 是 稳定 的 . 

上 面 的 例子 称 为 扭曲 映射 , 它 是 一 个 相当 普 届 的 柱 变换 关中 的 一 个 特殊 情形 . 
JEM fi CCN 

F(@,y) = (8 + 2mw(y)(mod2z), y). (13.12) 

这 里 ,y = 和 常数 的 圆 仍然 是 不 变 的 , 但 这 里 旋转 的 角度 w(y) 可 以 随 y 非常 平滑 地 变 
化 . 对 f 加 上 一 个 扰动 , 使 它 变 成 : 


f(08,9) = (0+2nw(y) + eh (8, y) (mod2x), y + eg9(0, y)) (13.13) 


其 中 h A 9 都 是 光滑 函数 , © 很 小 , 要 问 的 是 , 这 时 环绕 C 的 不 变 曲 线 是 否 仍然 还 
保持 呢 ? Moser 扭曲 定理 是 一 个 很 深刻 的 结论 , 粗略 地 说 就 是 如 果 存 在 常数 cl 对 所 
ATH k £0, ||kw|| > alk H e 充分 小 , 那么 对 式 (13.12) 中 的 y= 常数 的 不 变 圆 
(这 里 w(y) = w) 将 被 变 成 式 (13.13) 中 的 可 微 的 闭 不 变 曲 线 ， 所 以 根据 定理 10.3, 
频率 w 的 例外 集 的 维 数 为 4/5. 典型 地 , C 被 与 可 以 很 坏 地 通 近 的 w 对 应 的 不 变 曲 
线 和 一 个 区 域 所 充满 , 其 中 在 不 变 曲 线 上 的 运动 是 规则 的 , 而 在 这 个 区 域 上 运动 是 
混沌 的 . 混沌 区 域 随 s 的 递增 而 增加 . 

小 因子 理论 的 最 重要 应 用 可 能 是 Hamilton 系统 的 稳定 性 . SRB (61, 00, jr, 
jo) 表示 的 四 维 空 间 , Hamilton 函数 H (01, 02, j1, 32) 由 下 列 微分 方程 


6, = OH/07j1,0 = OH /ðjz, jı = —OH/001, jo = —ƏH / bə 


决定 了 一 个 保守 (体积 保持 不 变 ) 动力 系统 . 所 以 如 果 (61, 40, ji, J2) = Ho(ji, jo) 
与 01,00 无 关 , 可 以 得 出 解 


01 = wit 十 Cl， 02 = wot + c2, jı = C3, j2 = CA, 


这 里 w 和 we 是 角 频 率 (它们 可 能 依赖 fi, j2), ci, cz, ca cd 是 常数 . 对 所 有 的 时 间 ， 
系统 的 一 个 轨道 保持 在 (J12) = 前 数 的 同一 个 2 维 环 面 上 , 这 样 的 环 面 就 称 为 是 
不 变 的 . 

一 件 很 重要 的 事情 , 是 了 解 这 样 的 不 变 环 面 在 系统 的 很 小 的 扰动 下 是 否 是 稳定 
Ay. 如 果 Hamilton peavey | 


Ho(j1, j2) + EHi(t, 02, j1, j2) 


ICE, 这 里 < 是 很 小 的 数 . 是 不 是 经 过 适当 的 坐标 变换 (01,82, Fi, j2) > (C, 05, J1 J2), 
这 个 新 系统 的 轨道 还 保持 在 (1,09) = 常数 这 样 一 个 新 的 不 变 环 面 上 ? 换 句 话说 , 把 
原来 系统 的 不 变 环 面 轻 轻 地 扭转 一 下 , 它 就 变 成 了 新 系统 的 不 变 环 面 , 或 者 是 做 了 
很 大 的 改变 ? 对 这 个 问题 , 兰 名 的 Kolmogorov-Arnold-Moser(KAM) 定理 给 出 了 答 
案 如 果 角 频率 之 比 w/w: 不 能 被 有 理 数 很 好 地 通 近 的 , 那么 一 个 环 面 在 很 
小 的 扰动 下 是 稳定 的 ; 更 精确 地 说 ， 如 果 对 所 有 的 正 整数 p, g, FE c > 0, 使 
wi/wz ~ p/q| > c/o5 2 那么 环 面 就 是 稳定 的 . 根据 定理 10.3, 不 满足 这 个 条 件 
的 集 是 维 数 为 4/5 的 分 形 集 , 所 以 , 特别 地 , 几乎 所 有 的 频率 比 Ey OL NRR 
XF) 在 很 小 的 扰动 下 郡 有 不 变 的 环 面 .( 事 实 上 ,， 杀 件 还 能 减弱 到 对 任何 a > 2, 
ja /we — p/q| 2 c/q*.} 

对 小 因子 理论 存在 一 些 天 文学 的 证 据 . 例如 , 小 行星 的 角 频 率 w 趋向 于 避 开 一 
个 值 , 这 个 值 使 比 w/wJ 接近 p/q, 这 里 q 是 一 个 小 整数 , w 是 木星 的 角 频 率 , 主要 
的 扰动 影响 来 自 木 星 . 假设 太阳 系 行星 的 轨道 都 是 稳定 的 ( 辛 好 事实 似乎 如 此 ), 同 
时 还 假定 可 以 孤立 地 考虑 一 对 运行 的 物体 (这 个 假设 过 于 简化 了 问题 ), KAM 理论 
预测 了 有 理 频 率 比 的 回避 性 . 


"13.7 SRS ERAT 


到 目前 为 止 , RE RABE LTA EI AREA RSI, 然而 一 个 动力 
系统 f 提供 了 比 纯粹 的 几何 结构 更 丰富 的 结构 . 在 这 一 市 中 , 将 概括 f 的 一 些 性 质 ， 
这 些 性 质 时 篆 与 分 形 吸引 子 结 合 在 一 起 发 挥 作用 . 

不 变 测 度 的 概念 是 动力 系统 的 理论 基础 . 在 D 上 的 一 个 测度 对 映射 f : D 一 
D 是 不 变 的 , WRX D 的 任何 子 集 A, 有 


u( fT (A)) = uA). (13.14) 


假定 u 已 经 规范 化 , 即 uD) = 1. 任何 吸引 子 至 少 支 撑 一 个 不 变 测度 : 对 下 的 


u(A)= lim 一 # {k:1<k<m, f(z) € A} (13.15) 
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n(A) 就 是 x 经 f 迭代 后 进入 A 的 次 数 与 迭代 总 次 数 之 比 . 在 非常 普通 的 条 件 下 ， 
利用 遍历 理论 可 以 证 明 , 这 个 极限 对 吸引 域 中 的 p 几乎 所 有 点 都 存在 , 并 且 极 限 值 
相等 . 显然 , 在 给 定式 (13.14) F, 如 果 A 与 B 不 交 的 , 则 jp (4AU B) = (A) + uB), 
FE f(a) € A HEH f(a) © fA). 测度 (13.15) 浓缩 在 f*(z) 无 穷 多 次 
任意 接近 的 那些 点 的 集合 上 , 因此 u 的 支撑 就 是 f 的 吸引 子 . 测度 uA) BRT HE 
代 时 位 于 A 中 的 点 占 总 点 数 的 比例 , KEEA J*(z) 在 计算 机 屏幕 上 绘 出 时 , 测 
BE (A) 就 可 认为 是 所 看 到 的 分 布 . 这 个 测度 强度 可 以 遍及 整个 吸引 子 ; 这 种 变化 
通常 是 利用 多 重 分 形 分 析 来 进行 分 析 的 ( 见 第 17 章 ). 就 吸引 子 的 大 小 而 言 , 经 常 涉 
及 的 维 数 是 不 变 测 度 u 所 占据 的 集 的 维 数 , 而 不 是 完整 的 吸引 子 的 维 数 . 记 住 了 这 
点 , 对 满足 (DD) = 1 的 测度 ,就 可 以 如 下 定义 测度 的 豪 斯 多 夫 维 数 dima u 


dimy 4 = inf f dim E : E RWE ME) > 0 的 博 雷 尔 集 } (13.16) 


如 果 FY u 的 支撑 集 , 很 显然 有 dima u < dima F, 但 是 可 以 有 严格 不 等 式 ( 见 红 
习 13.10). 然而 , 如 果 存在 s > 0 和 c > 0, 使 得 对 任意 集 U, 有 不 等 式 


u(U) < c|U|? (13.17) 


成 立 , 那么 由 质量 分 布 原理 4.2 得 出 : 对 任意 满足 E) > 0 的 集 E, 都 有 HS (E) > 
u(E)/c>0, PRY dimy E > s. 因此 如 果 式 (13.17) RSZ, 则 


dimy H 2 8. (13.18) 


一 旦 f 与 一 个 不 变 测 度 / 联系 起 来 , 就 可 以 定义 一 些 其 他 的 动力 系统 常数 .为 了 
简单 起 见 , 假设 D 是 R? 上 的 一 个 区 域 , 函数 f: D — D 是 可 微 的 , 微分 (SE) (z) 
E R? 上 的 线性 映射 , 记 arle) 和 brl) SPH ARR (1*)'(z)(B) 的 长 半 轴 和 短 半 轴 
的 长 度 , 这 里 B 是 单位 球 . 所 以 半径 等 于 r, 中 心 在 z 的 小 球 在 SE 的 作用 下 的 像 ， 
就 近似 地 是 长 轴 为 rak(z), 短 轴 为 rik(z) 的 椭圆 . 定义 李 雅 普 诺 夫 指 数 (Liapounov 
exponent) A X E -gh hE k 增加 时 的 平均 对 数 速率 ， Bp 


1 1 
Ai(z) = jim 7 lnag(z), 和 2z(Z) = jim 7 In bk (x). (13.19) 


利用 遍历 定理 的 技巧 可 以 证 明 如 果 u 对 f 是 不 变 的 , 则 对 A- 几乎 所 有 的 r, 这 些 
指数 存在 并 且 分 别 有 相 同 的 值 和 1, 和 2. 因此 在 带 有 一 个 不 变 测 度 的 系统 中 , 系统 的 
李 雅 普 诺 夫 指 数 就 是 指 Xi 和 Ao; 李 雅 普 诺 夫 指 数 表示 f 的 “平均 ”扩张 速度 . 如 采 
B 是 半径 为 7 的 小 圆 盘 , “典型 地 ” f*(B) 就 接近 于 半 轴 长 度 各 为 ret 和 re?” 的 
椭圆 (OLAS 13.17). 

一 个 与 动力 学 有 联系 的 思想 就 是 映射 f > D> D BA, 记 


Via,e,k) = {y € D: |f (£) -f(y <e 对 OS i < k} (13.20) 


图 13.17 李 雅 普 诺 夫 指 数 Ar 和 和 2 的 定义 


这 里 , Y 是 由 那些 与 z A k KERERE e 的 点 组 成 的 集合 . 如 果 4 是 了 的 不 
变 测度 , 则 可 以 由 下 式 定义 f BY u HY (u-entropy): 


hu(f) = lim lim (ia u(V (z,e, k))) (13.21) 
在 合理 的 条 件 下 , 对 u 几乎 所 有 的 r, 这 个 极限 存在 并 且 有 相同 的 值 . W half) 反映 
THE f WORE, z 的 附近 点 散 逸 开 的 速度 ; 或 者 说 反映 了 , 从 了 解 轨 道上 附加 的 点 
的 位 置 而 获得 的 关于 轨道 {fF 的 额外 的 信息 

面包 师 映 射 (13.4) 为 这 些 思想 提供 了 一 个 简单 的 解释 (不 连续 的 直线 几乎 没有 
造成 什么 不 同 ), 在 吸引 子 Ff 上 存在 一 个 自然 的 不 变 的 质量 分 布 册 使 得 Ex 的 2* 
个 罕 条 的 每 一 个 都 有 质量 21, 并 且 这 个 质量 沿 EE 的 宽度 均匀 地 展开 . 正如 例 4.3 
中 那样 , 可 以 得 到 AMD) < clU|*, 这 里 s = 14 1n2/(—Ind), 所 以 由 式 (13.17) MIX 
(13.18) 得 到 


s S dimy u < dimy F = s 
李 雅 普 诺 夫 指 数 也 很 容易 求 得 . 式 (13.4) HGR fey) = | 


k 
z # 1/2), 所 以 (fr) (zDD) = | N G z = p/2", XE p A k HERE 
数 ). 因此 , an (x,y) = 25, bk(z,y) = AF. 根据 式 (13.19), 对 jy 几乎 所 有 的 (2, y) 都 有 
A(x, y) = In2, Ao(z, y) = nà; 且 这 个 系统 的 李 雅 普 诺 夫 指 数 为 à = In2, Xe = Ind. 
因为 f* 是 按 因 子 2* 在 水 平方 向 上 拉 长 , 并 且 按 因子 xx 在 垂直 方向 上 压缩 , A 
HA (13.20) 以 及 忽略 了 的 “切割 ”影响 , 如 果 (x,y) E F, WI V(x, y), c, k) 通 近 一 个 
Wie A 2-*e Al 的 矩形 , 并 且 这 个 矩形 的 /测度 通 近 s*2-*. 因此 
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hy(f) = lim lim 各 in(e*2-*) ) = |n 2. 


E—O k—- oo 


PS EA TAB BEY AR En BE BS kT EN, ER. EMER BO ETE 
Fe, 可 以 通过 计算 机 或 实验 的 方法 进行 估计 , 在 比较 不 同 的 动力 系统 时 , 这 些 
UAT Ti ze AY. 然而 , 正 是 这 些 其 的 性 质 决定 了 他 们 之 间 不 可 能 完全 相互 独立 , 对 
2 维 曲 面 上 的 光滑 一 一 变换 f, 严格 导出 的 一 个 关系 , 就 是 式 (13.22). WR u 是 
的 不 变 测 度 , 且 李 雅 普 话 夫 指 数 A > 0 > Az, 那么 


1 1 


很 容易 看 到 , 对 面包 师 变 换 的 指数 计算 满足 这 个 公式 . 
下 面 猜想 出 的 关系 在 很 多 人 情形 下 已 知 是 成 立 的 : 如 果 f 是 一 个 平面 变换 , 并 且 
它 的 吸引 子 为 F, 李 雅 普 诺 夫 指 数 为 à > 0 > ro, 那么 


dimp F < 1 — (A1/A2) . (13.23) 


文 持 这 个 观点 的 论证 如 下 : 设 No(F) RBBB F 的 半径 为 6 的 最 少 的 圆 盘 个 数 ， 
如 果 {Ui} 是 No(F) PIRI, 那么 f*(F) 能 被 Ns (F) 个 集 f° (Ui) BH, HHA 
FEU) 近似 为 一 个 半 轴 长 为 exp(Xik) 和 6exp(X2k) 的 椭圆 . 这 些 椭圆 就 可 以 被 大 
约 exp((A1 一 和 2)k) 个 半径 为 6exp(X2ok) WA ae, 所 以 


Ne exp(Aok) (F) < exp((A1 — A2)k) Ns (F) 


故 
In Néexp(rzk)(F’) — In(exp((Ai — A2)k)No(F)) _ (Ar — A2)k + In Nl) 
—In(dexp(A2k)) ` — In(6 exp(A2k)) —A2k — Ind ) 
& k — oo, 得 出 dimgF < 1- (A1/A2). 这 个 论证 的 缺陷 是 假定 李 雅 普 诺 夫 指数 在 
区 域 D EAE RR, 而 事实 不 一 定 如 此 . | 
EEX ESS ASR ARRERA CAAA, 可 是 它们 与 f 
的 混沌 性 质 和 吸引 子 的 分 形 性 质 有 着 密切 的 内 部 联系 , 这 一 点 是 很 清楚 的 . 
RU, 多 重 分 形 测度 的 理论 已 经 被 引入 来 分 析 测 度 , 如 动力 系统 中 的 不 变 测度 ， 
这 一 点 将 在 第 17 章 讨论 . 
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动力 系统 方面 的 文献 数量 是 巨大 的 . 大 量 关 于 这 个 课题 的 讨论 可 以 在 下 列 书 
中 找到 : Guckenheimer and Holmes(1993), Schuster(1984), Thompson and Stew- 
art(1986), Devaney(1989), Hale and Kocak(1991), Peitgen, Jürgens  Saupe(1992), 


Drazin(1992) 以 及 Katok and Hasselblatt(1995) 等 ; 计算 机 通 近 方面 则 由 Stuart and 
Humphries(1996) 和 Nusse 和 Yorke(1998) 给 出 . 由 Gvitanovic(1989), Holden(1986), 
Bedford and Swift(1988) 以 及 Ledrappier, Lewowicz and Newhouse(1996) 论文 集中 
着 重 于 相关 方 癌 的 种 种 变化 . 

关于 动力 系统 更 详细 的 介绍 参见 Bedford, Keane and Series(1991), Lind and 
Marus(1995) 以 及 Pesin(1997); 逻辑 斯 说 映射 的 研究 包含 在 May(1976) 以 及 上 面 提 
到 的 大 部 分 书 ; 马蹄 型 吸引 子 是 在 Smale(1967) 的 重要 论文 中 引入 的 ; 而 Hénon W 
引子 是 在 Hénon and Pomeau(1976) 中 出 现 的 . Sparrow(1982) FER T HED TE 
的 完整 叙述 . 

小 因子 理论 的 主要 理论 和 应 用 收集 在 Mackay and Meiss(1987) 的 有 关 Hamilton 
动力 系统 的 论文 集中 ; 李 雅 普 诺 夫 指 数 与 维 数 的 关系 的 结论 可 参见 Young(1982)， 
Frederickson, Kaplan, Yorke and Yorke(1983), Mayer ~ Kress(1986), 以 及 Temam 
(1997) 和 Pesin(1997). 
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13.1 找 出 由 f(z) = 2(1 — 22 一 1) AH WR ER S: R> RANEE 
SF. 证明 对 了 来 说 F 是 斥 子 ; 并 证 明 f fe F 上 是 混沌 的 . dima F 是 多 少 ? 
13.2 设 厂 :了 R 一 及 由 下 式 给 出 : 


5x (x < 1) 
f(z)=4 10—-5r (l<a< 2) 
57 一 10 (2 2 2) 


确定 一 个 IFSS, S2, S3 : [0,5] 一 [0, 5), 使 得 对 每 个 i, (Si(z)) = x. 证 明 这 个 IFS 的 吸 
引子 是 f WRF, KERE F HRS RERA EER. 

13.3 & f: [0,1] > R 是 由 下 式 定义 的 函数 ， 及 (x) = Asinaz, 证 明 当 入 充分 大 时 
存在 正 整数 k, 使 得 如 果 sg F, 就 有 fale) g [0,1] 的 意义 下 , A 有 斥 子 F; 求 出 一 个 以 下 
为 吸引 子 的 IFS; 并 且 对 充分 大 的 入 估计 dima F 的 值 ( 见 例 9.8). 

13.4 ”对 各 种 不 同 的 值 A 和 初始 点 zx 研究 逻辑 斯 说 映射 (13.2) 在 区 间 [0,1] 中 的 迭代 
FX (x). HERA RIE (REI, 那么 它 或 者 收敛 到 0 或 者 收敛 到 1 一 1/ 和 . 证 明 如 果 A = 1/2, 
那么 对 区 同 (0, 1) 中 的 所 有 x, 达 代 数列 都 收 钱 到 0; 但 如 果 A = 2, 那么 它们 收敛 到 1/2. 
证 明 如 果 入 = 4, 那么 存在 区 间 (0, 1) 中 的 无 穷 多 个 z 使 得 FY (x) 收敛 到 0, 并 存在 区 间 (0, 
1) 中 无 穷 多 个 x 使 得 fF (xc) 收敛 到 3/4, 也 存在 区 间 (0, 1) 中 无 穷 多 个 z 使 得 f*(z) 是 不 
收 钙 的 . 利用 一 个 可 编程 的 计算 兹 或 计算 机 研究 和 BEB Li a ER. 用 类 似 的 方法 人 研 
FE 13.2 市 末尾 所 列 的 其 他 变换 . 

13.5 [0,1] 上 的 逻辑 斯 诺 映 射 fa FRR, 4A=2 和 入 = 4 时, 可 能 获得 一 个 简单 的 
公式 . 对 给 定 的 x = co, 我 们 记 zk = f(x). 
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(i) 证 明 : 如果 A = 2, 选择 一 个 a 使 得 zx = (expa 一 1)/2, 那么 近代 就 可 以 表 成 
Tk = (1 — exp(2*a))/2. 

(ji) 证 明 : 如 果 A= 4, 选 定 0 < a < 1 使 得 r = sin (na), ABA, £k = sin?(2"aa). 记 
a = 0.ala2.… 为 二 进 制 , 证 明 对 所 有 正 整 数 p, fa 有 周期 为 p HT RIBS Ae 
轨道 . 

13.6 考虑 修改 的 面包 师 变 换 ff: EO E, 这 里 EE 是 单位 正方 形 ，f(x, y) 由 下 式 给 出 


ue (2x — 1, uy + 1/2) (1/2<a” <1) 


这 里 0 < 入,A < 1/2, 证 明 存 在 一 个 集 F 吸引 EB 中 的 所 有 点 , 并 且 求 出 F STE AER. 
13.7 考虑 a=1.4, b=0.3 的 Hénon 映射 (13.5), 证 明 顶 点 为 (1.32, 0.133), (—1.33, 
0.42),(—1.06, —0.5), (1.245, 一 0.14) 的 四 边 形 D 被 f 映射 成 它 本 身 . 用 计算 机 绘制 出 D 中 
一 个 典型 点 的 迭代 . 
13.8 和 第 13.4 节 记 号 相同 , 考虑 由 


16,0) = (so med (20), 00-4 8/2) 


给 出 的 实心 环 面 D 的 变换 f, 这 里 0 < a < 1/10. 证 明 f RA RM SKARASARAYH 
1 十 In 3/( 一 Ina) 的 吸引 子 F, 并 证 明 f 在 上 是 混沌 的 . 
13.9 设 g:R >R 是 可 微 的 有 界 函数 , h:R? 一 R? 是 由 


h(t, x) = (At, A= (æ — g(t))) 
给 出 的 映射 , 这 里 和 > 1,0 < s < 2, 证 明 f 的 图 就 是 h 的 斥 子 , 这 里 六 是 函数 
f(t) = DA g(a¥e) 
k=0 


所 以 Weierstrass 类 型 | 参见 式 (11.7)] 的 函数 在 动力 系统 中 可 以 作为 不 变 集 出 现 . 

13.10 给 出 [0,1] EWE dimu p < dima F (这 里 的 已 是 的 支撑 ) 的 质量 分 布 /的 
例子 (提示 : 考 见 10.1 $). 

13.11 考虑 映射 了 :五 一 五 ,这 里 五 是 一 个 单位 正方 形 , 上 是 由 下 式 给 出 “ 


f(x,y) = (x + y(mod1)), z + 2y(mod1) 


(这 个 映射 就 是 着 名 Arnold 的 映射 (Arnold’s cat map)) 证 明 平 面 勒 贝 格 测度 对 f 是 不 变 的 
(Bl F 保持 面积 不 变 ) HERH f 的 李 雅 普 诺 夫 指 数 . 

13.12 编写 一 个 计算 机 程序 , 用 来 绘制 平面 上 的 一 个 区 域 的 映射 在 迭代 作用 下 点 r 的 
轨道 , 并 且 用 这 个 程序 研究 面包 病变 换 的 吸引 子 , 以 及 Hénon 映射 和 其 他 一 些 了 水 数 的 吸引 
F. 

13.13 ”编写 一 个 计算 机 程序 , hA (13.8) 的 轨道 , 看 一 下 这 个 轨道 如 何 随 
ô, r FI b MÆ, XI Rossler 方程 也 作 类 似 的 研究 . 
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Julia 集 提 供 了 一 个 看 起 来 很 简单 的 过 程 却 能 产生 很 复杂 的 集合 的 非常 引 人 注 
目的 例证 , 复 平面 C 上 像 f(z) = e 十 c 这 样 的 带 有 常数 c 的 简单 函数 , 却 能 生成 具 
有 奇异 形状 的 分 形 (可 先 参 见 图 14.7). 

Julia 集 由 复 变 函数 了 HERRER, 所 以 与 上 一 章 讨 论 的 动力 系统 有 联系 , 一 般 
Ht, Julia 集 是 动力 系统 的 斥 子 . 然而 , 通过 对 复 平面 上 解析 函数 ( 即 当 z,w e C 时 ， 
F (2) = lim (F (2 + w) — f (2)) /w 作为 一 复数 是 存在 的 这 种 可 微 函 数 ) 的 深入 研究 ， 
可 以 利用 复 变 函数 理论 中 强 有 力 的 技巧 , 得 到 关于 这 个 排斥 集 构 造 的 很 多 比较 详尽 
的 知识 . 


14.1 Julia 集 的 一 般 理论 


为 了 叙述 方便 , Kf: C 一 C 为 复 系数 的 n > 2 阶 的 多 项 式 f(z) = ao 十 
aiz 十 … + anz”. 注意 到 , 如 果 f 是 拓 广 的 复 平 面 CU {co} 上 的 有 理 函 数 f(z) = 
7p(z)/9(z)( 这 里 p, 9 都 是 多 项 式 )， 只 要 稍微 修改 一 下 , 一 般 理 论 仍然 正确 ; € f 为 
任 一 亚 纯 函 数 (除去 有 限 个 极点 外 , 在 C 上 是 解析 的 ), 一 般 理论 的 大 部 分 也 仍然 是 
正确 的 . 

按照 惯例 , 记 f° 为 函数 S 的 重复 合 fo---of, MU fw) AwhBkK 
JAAR S C Cf (w)).…))- 

“4 k 较 大 时 , Julia 集 是 通过 f* (z) 的 迭代 形式 来 定义 的 : 首先 , 定义 多 项 式 f 
的 充满 的 Julia 集 (filled-in Julia set), 


K(f) = {z€ C: f*(z) A ow}. 


f 的 Julia 集 的 就 是 充满 的 Julia 集 的 边界 , Jf) = 9K(f) ( 当 函 数 很 明确 时 
H KRE K(f), J REJO. MRE z 的 每 一 个 邻 域 里 都 存在 不 同 的 点 w AD v, 
使 得 f*(w) 一 œ, 而 f w) A ow, 那么 xz € (fF). 

Julia 集 的 余 集 称 为 Fatou 集 或 者 稳定 集 (stable set), WA K(f). 本 章 研 究 多 
项 式 的 Julia 集 的 几何 性 质 和 结构 ; 特别 地 , J 通常 都 是 分 形 . 

举 一 个 简单 的 例子 , 设 f(z) = z?, 所 以 FE (z) = 22°. 显然 , 当天 一 oo 时 , 如 果 
|z| < 1, WU f* (z) 0; MUR |z| > 1, W fE (2) 一 oo; 但 是 对 所 有 的 k, 如 果 |z| = 1, 
W f* (z) 总 在 单位 圆 |z| = 1 E. 于 是 , 充满 的 Julia 集 K 是 单位 圆 盘 |z| < 1, Julia 
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集 J 是 单位 圆 |z| = 1, Julia BJ 是 在 迭代 过 程 中 分 别 趋 于 0 和 oo 的 点 集 之 间 的 
分 界 . 当然 , 在 这 个 特殊 的 情况 下 , J 不 是 分 形 . 

假若 稍微 修改 一 下 这 个 例子 , 取 f(z) = z? 十 cc 为 较 小 的 复数 , 容易 看 出 , 如 
果 z 也 较 小 , 则 fE (2) w, 这 里 w 是 广 的 接近 于 零 的 不 动 点 ; 而 如 果 z 较 大 , 则 
f(z) 一 oo. BR Julia 集 也 是 这 两 类 不 同 表 现形 式 的 点 集 之 间 的 分 界 , 但 现在 却 
显示 出 J 是 分 形 曲线 ( 见 图 14.1). 

需要 用 到 一 些 关于 f 的 不 动 点 和 周期 点 的 术语 :和 前 面 的 章节 一 样 ， 如 果 
f(w) = w, 就 称 w 为 f 的 不 动 点 ; 如 果 存 在 某 个 大 于 或 等 于 1 的 整数 p, 使 得 
JP (w) = w, WE w 是 了 的 周期 点 ; 使 fP (w) = w 的 最 小 的 p PRA w 的 周期 , 称 
w, f (w), f? (w) 是 周期 为 p 的 轨道 . 设 包 是 周期 为 p 的 周期 点 ,是 (JPY (w) =A, 
这 里 一 撤 表 示 复 变 微 商 . 如 果 0 < | 和 < 1 点 w 称 为 吸引 的 , 此 时 w 附近 的 点 在 S 
的 迭代 下 将 被 吸引 到 轨道 上 ; 如 果 | 和 | > 1, 称 w 为 斥 性 的 , 此 时 轨道 附近 的 点 在 f 
的 迭代 下 将 远离 轨道 . 研究 从 不 同 初始 点 z 出 发 的 迭代 序列 f* (z), 就 称 为 复 动力 
学 . 和 Julia 集 J(f) 相关 的 z 的 位 置 是 所 研究 的 这 个 迭代 序列 性 质 的 关键 . 


| 
N 7 N 7 
= > 一 
y N ra \ 


(a) (b) 


图 14.1 (a) f(z) = 27 时 的 Julia BAA |z| = 1, WE z EI A, 迭代 广 (z) 一 0, 如 
R z EJ h | f* (2)| 一 co. b) EX (a) 中 的 函数 加 上 一 个 小 摄 动 c, 得 到 函数 
f(z) = 2? +c, 相应 的 图 形 就 稍微 改变 , 曲线 J 按 两 类 点 分 开 , 一 类 点 z 使 f* (z) 
收敛 于 f 在 0 附近 的 不 动 点 w, 另 一 类 z 使 f* (z)| 一 co. 曲线 J 现在 是 分 形 


以 下 的 引 理 在 判断 一 个 序列 是 否 在 欠 代 中 趋 于 无 穷 时 非常 有 用 , 即 取决 于 点 是 
否 在 充满 的 Julia 集 的 外 部 . 

引 理 14.1 给 定 多 项 式 , f(z) = anz” +Gn_12" 十 … 十 Qo0,Qn 天 0, 则 存在 一 个 
数 7, 使 得 如 果 |z| 之 7, 就 有 |f(z)| > 2|z|; 特别 地 ,如果 对 某 些 m 之 0, 有 |f"m(z)| 宕 7， 
那么 当天 一 oo 时 , f*(z) 一 00. 因此 ,或 者 fEl) 一 00, 或 者 {f*(z) -k =0,1,2,---} 
RA IRR. 


196 第 14 章 复 变 函 数 的 迭代 —Julia 集 


证 明 ”可 以 选择 足够 大 的 使 得 , 如 果 |z| > r, 就 有 Slonllel > 2|z| 和 
(oilz +++ + Jaille] + laol) < 了 lanllzl". 于 是 , 如 果 lel > r, 就 有 


n — 1 
|F(2)| > lanllzl” — (lan—allzl"~ + -+ + ollz| + laol) > Slenllzl" > 2|al. 


进一步 , 如 果 对 某 些 m, |f™(z)| > r, 那么 由 归纳 法 得 [fF T*(z)| > 2™(F*(z)| Sr, 所 
以 fF(z) 一 o. 口 

可 以 很 容易 得 到 关于 充满 的 Julia 集 以 及 Julia 集 构造 的 一 些 基 本 结论 . 

$14.2 i f(z) 是 一 个 多 项 式 , 那么 充满 的 Julia 集 K(f) 和 Julia 集 J(f) 
是 非 空 的 并 且 是 紧 的 , BA J(f)C K(f), 同时 J (f) 的 内 部 是 空 的 . 

WEBA 由 引 理 14.1 容易 得 出 , 对 由 其 给 出 的 7,K 被 包含 在 圆 盘 B(0,7) 中 , A 
此 它 是 有 界 的 , J 即 是 它 的 边界 . 

如 果 z 4 K, 那么 fEl) 一 co, 因此 对 某 些 整 数 m, |f™(z)| > 了. 由 f” 的 连续 
HE, 对 以 z 为 中 心 的 充分 小 的 圆 盘 中 的 所 有 点 w, 有 |f™(w)| > r, 所 以 由 引 理 14.1 
知 , 对 这 样 的 w, 一 定 有 f*(w) 一 co, 也 就 是 w g K. TE, K 的 余 集 是 开 的 , 所 以 
K 是 闭 集 ; 作为 的 边界 , Julia BJ 是 闭 的 并 且 包 含 在 K 内 . 综 上 可 知 , KOM J 
是 闭 的 且 是 有 界 的 , 所 以 都 是 紧 集 . 

方程 f(z) = z 至 少 有 一 个 解 , 设 这 个 解 是 zo, 则 对 任意 k, f*(20) = zo, 所 以 
zo E€ K, BUA K 是 非 空 的 . ae C\K, WARE OKA & 1 的 入, 使 在 连接 
zo 和 z1 的 线 上 的 点 Azo 十 (1 一 入 ) 红 ,也 同时 落 在 K 的 边界 上 ; 取 入 为 所 有 满足 
àzo 十 (1 一 入 )z1 E K 的 入 值 的 下 确 界 , 则 得 到 的 点 和 zo 十 (1 一 入 )z1 也 在 边界 上 , A 
此 , J = OK 是 非 空 的 . 

最 后 , WR U 是 J CK 的 一 个 非 空 开 子 集 , 那么 UV 位 于 的 内 部 , 因此 它 必 
和 边界 J 有 空 的 交集 , 矛盾 . 口 

令 人 惊奇 的 是 , f AEH be ee CARTE (Sf) 映射 到 上 自 喘 . 

命题 14.3 的 Julia 集 JJ=J 了 了 ( 门 在 了 的 正 变换 和 北 变 换 下 有 是 全 不 变 的 , Bp 
J=f(J)=f (J). 

证 明 ig z Ee J, W f*(z) oo, 面 且 可 以 找到 收敛 到 z 的 点 序列 wo, 满足 : 对 
所 有 的 n, 4 k — co 时 , fE (wn) 一 œ. 因此 FF(f(z)) A œ, 而 f¥(f(wn)) 一 co, 这 
E, 由 于 f 的 连续 性 , 可 以 选择 fwn) 任意 地 接近 f(z), 所 以 f(z)€ J, BP FI) Cc J, 
这 也 就 意味 着 JJH C THI). 

类 似 地 , 对 上 面 的 z 和 wn, WÈ f(z0) = z, 那么 由 C 上 多 项 式 的 映射 性 质 , 可 
以 找到 un 一 zo, 并 使 fvw) = wn. Alt, 当 有 一 oo BY, J*(z0) = fz) A œ, 
f¥(un) = FET (wn) 一 00, 所 以 zo E J; 于 是 就 有 S1) C J 这 也 同样 意味 着 
J = f(f7 (7)) c FJ). 口 
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命题 14.4 “对 任意 正 整数 p, J(f?)=JS(f). 

证 明 由 引 理 14.1, f¥(z) 一 œ, 当 且 仅 当 (f?)*(z) = f*?(z) 一 œ. 因此 ff 
f? 有 同样 充满 的 Julia 集 , 所 以 它们 是 相同 的 Julia 集 . 口 

为 了 更 深入 地 研究 Julia 集 的 理论 , 不 能 不 引进 复 变 理论 的 一 些 技 巧 性 的 工具 ， 
同样 也 不 能 回避 正规 解析 函数 族 的 概念 各 Montel 定理 . 

* 希望 略 去 这 些 涉及 到 较 深 的 复 变 理论 技巧 的 读者 , 可 以 阅读 摘要 14.12.] 

设 U 是 C 的 开 子 集 , 对 k= 1,2,…, 设 gk :U 一 C 是 一 复 解 析 隆 数 族 ( 即 在 复 
变 的 意义 下 , 函数 在 U 上 可 微 ); PK {g} U 上 是 正规 的 , 如 果 从 {on} 中选 出 的 任 
一 函数 序列 都 有 子 序列 在 U 的 任意 紧 子 集 上 一 致 收敛 , 并 且 或 者 收敛 到 有 界 解 析 
pea, 或 者 收敛 到 co. 注意 到 根据 普通 复 变 理论 这 意味 着 在 U 的 每 一 连通 区 域 上 ， 
子 序列 或 者 收敛 到 有 限 解 析 函 数 或 者 收敛 到 oc; 在 这 种 (正规 ) 情形 中 , 子 序列 的 导 
数 必 定 收 全 于 极限 函数 的 导数 . 如 果 存 在 U 的 某 个 包含 w WAR V, 使 得 {on} 
E V 上 的 正规 族 , 则 称 函 数 族 {gx} FEU 中 的 点 w 上 是 正规 的 ; 显然 这 等 价 于 存在 
w 的 一 个 邻 域 V, 使 得 每 一 序列 {on} 都 有 子 列 在 Y 上 收敛 于 有 界 解 析 函 数 或 oc. 

在 Julia 和 集 的 研究 中 将 反复 用 到 的 一 个 关键 结果 就 是 阁 名 的 Montel 定理 , 这 个 
定理 断言 了 非 正 规 函 数 族 实质 上 可 以 取 到 全 部 的 复数 值 . 

Montel 定理 14.5 设 {g} AA RIAU Lia MAA HH, 如果 {gk} 是 非 
正规 族 , 则 对 所 有 的 Ww EC( 至 多 存在 一 个 例外 值 ), 存在 2EU 和 上 ,使 gk (z) =w. 

C] 

证 明 参见 有 关 复 变 函 数论 的 文献 . 

利用 Montel 定理 可 以 直接 得 到 Julia 集 的 以 下 特征 , 由 于 这 个 特征 有 比较 广泛 
的 适用 性 , 并 且 使 对 Julia 集 的 研究 可 以 运用 许多 复 变 量 的 技巧 , 所 以 在 比较 前 卫 的 
研究 著作 中 , 这 个 性 质 经 和 常 被 用 来 作为 Julia RIE X. 

命题 14.6 J(f)= {z € C: ROR {JF} E z 是 非 正 规 的 } (14.1) 

证 明 ”如果 z e J 那么 在 z 的 任意 邻 域 V 中 , 存在 点 v, 使 得 (w) 一 oo, 同 
时 f*(z) 保持 是 有 界 的 . 因此 {f*} 中 没有 一 个 子 序列 在 VY 上 是 一 致 收敛 的 . 所 以 
{f*} 在 z 上 是 非 正 规 的 . 

假设 z 4 J. 那么 或 者 z € intK, 在 这 种 情况 下 , 取 满 足 条 件 z EV C intK 的 开 
AV 对 任意 w eV 和 任意 上 A f*(w) © K, 所 以 由 Montel 定理 14.5 知 , {f°} 在 
w 上 是 正规 的 ; 而 如 果 zE C\K, 那么 对 某 个 上, |f*(z)| > r, 这 里 的 7 是 由 引 理 14.1 
给 出 的 , 所 以 对 任意 处 于 z 的 某 个 邻 域 V 中 的 w, 都 有 frw) > r, 由 引 理 14.1, 
f*(w) 在 了 上 一 致 趋向 于 co,  {f*} 在 ww 上 也 是 正规 的 . 口 

表达 式 (14.1) 经 常 被 用 来 作为 一 般 复 变 函 数 的 Julia 集 的 定义 , 比如 有 理 吗 数 或 
亚 纯 函数 . 以 此 为 定义 , 从 Montel 定理 进一步 发 展 的 理论 可 以 推广 到 相当 大 的 一 类 
复 变 函数 上 . 然而 , 注意 到 , 如 果 f : CU{co} 一 CU{oo} 是 有 理 函 数 , 则 J 一定 是 闭 
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的 , 但 不 一 定 是 有 界 的 . PXE, J 可 能 是 整个 复 平 面 ; 例如 , 函数 f(z) = ((z 一 2)/z) 
现在 的 一 个 主要 目的 , 就 是 了 解 作 为 f OER Julia R J (F) 的 
更 多 的 性 质 . 进一步 发 现 , Julia 集 有 一 些 更 为 有 趣 的 性 质 ; 例如 , 下 一 个 结论 将 表明 ， 
JE J) 附近 是 “混合 ”的 , 即 CS) 的 点 的 邻 域 通过 f 的 六 代 可 以 扩展 到 整个 复 
平面 C. 
引 理 14.7 & f RFRA, Hwee MSf)U 是 w Hes WTEC 
个 点 外 ,对 任意 j 一 12,…,W 三 U PU) 为 C 的 全 部 . 任何 这 样 的 例外 点 不 在 
=9 


J(f) 中 , LARA w fe U 的 选择 . 

证 明 ”由 命题 14.6, 族 {J*}_; 在 忆 是 非 正规 的 , 由 Montel 定理 14.5 即 知 第 
一 个 结论 成 立 . 

ovg W, 如果 f(z) =v, WA f(W) CW, Uz egw. 由 于 C\W 至 多 包含 
一 个 点 , 因此 z = v. 所 以 f 是 使 f(z) 一 v= 0 有 了 唯一 解 v 的 nn 阶 多 项 式 , 由 此 知 ， 
存在 某 个 常数 c 满足 (2) 一 v= c(z 一 v)". 

如 果 z 充分 接近 wv, M24 k 00 时 , f* (z)-v 一 0, 且 是 一 致 收敛 的 , 比如 说 在 
{z : |z = v| < (209700) 上 .于 是 {f*} Æ v 是 正规 的 , 所 以 例外 点 v9 ICS). 显 
IR v 仅 依 赖 于 这 个 多 项 式 (EXE, EW RECO 上 的 点 v, WJ BPD v, 
半径 为 com 1) 的 图 ). 

下 面 的 推论 是 用 计算 机 绘制 许多 Julia 集 的 图 形 的 基础 ( 见 14.3 4). 

推论 14.8 (a) 除了 最 多 一 个 例外 值 外 , 下 面 的 结论 对 任意 的 z EC MRS: 
如 果 U 是 与 J(f) 相交 的 开 集 , 则 有 无 穷 多 个 ,使 f) 与 U 相交 . 

(b) EREI) MICA) U Fe) Ae, 


证 明 (a) 如 果 z: 不 是 引 理 14.7 中 的 例外 点 , 则 z e J*(UV), 所 以 对 无 穷 多 个 
k, f~* (2) 与 U 相交 . 
(b) 如 果 ze J(f), 则 由 命题 14.3 知 Ee) C JS), 所 以 U f-*(z) 及 其 闭 包 


都 包含 于 闭 集 Jf) 内 ; 另 一 方面 , 如 果 U 是 包含 ze J) 的 开 集 , 则 由 (a) 知 , 存 
在 某 个 天 使 f (2) 5 U 相交; 由 引 理 14.7, 2 不 能 是 例外 点 , 所 以 z 在 U f-*(z) 
的 闭 包 内 . O 

命题 14.9 JO) 是 完全 备 集 (PALAKA), 因此 是 不 可 数 的 

证 明 设 ve J(f),U 是 v 的 邻 域 . 必须 说 明 六 包含 Tf) 的 其 他 点 . 分 别 考 
虑 下 列 三 种 情形 

(i) v 不 是 的 不 动 点 或 周期 点 ， 则 推论 14.8(b) 和 命题 14.3 保证 , 存在 某 个 
k 之 1 使 U 包含 f-*(v) PRA, E f o) CU(f), 此 点 一 定 与 0 不同. 

(ii) f(v) =v. 如 果 f(z) =v 没 有 异 于 wv 的 解 ,与 引 理 14.7 的 证 明 类 似 ,vg J (A). 
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于 是 存在 w Av 使 f(w) = v, 由 推论 14.8(b) M, FERA k > 1 使 U 包含 使 
fE (w) = f w) 中 的 点 4 AA SP (ve) =v Aw fu), 由 道 不 变性 , 任何 这 样 
Wu ÆJ PAS v 不 同 . 

(iii) 对 于 某 个 p > 1, f?(v) =v. 由 命题 14.4, J (f) = J CFP), 所 以 应 用 (ii) 于 
fe, 即 可 见 U BSR of) = 了 CUP) 中 的 点 . 

于 是 J(f) 没有 孤立 点 , 因为 它 是 闭 的 , 因此 也 是 完备 的 . 最 后 , 每 个 完备 集 者 
是 不 可 数 的 ( 见 练习 14.1). 

现在 可 以 来 证 明 本 节 的 主要 结论 , B Lf } 的 非 正 规 点 集 JS) Sf 的 不 性 周 
期 点 集 的 财 包 是 一 致 的 . 

定理 14.10 车 f 是 多 项 式 , 则 J(f) 就 是 了 的 斥 性 周期 点 集 的 闲 刀 . 

WH Bw A fRA p 的 斥 性 周期 点 , 所 以 wt g= f? 的 斥 性 不 动 点 . 
假如 {g*} E w 是 正规 的 , 则 w 有 一 开 邻 域 V, 使 得 子 序列 19 EV 上 收敛 于 
有 限 解析 函数 go ( 它 不 能 收敛 于 œ, 因为 对 所 有 k, o*(w) =w). 由 复 分 析 的 一 般 结 
论 , 如 果 z e V, 导数 也 收敛 , 即 (gy (2) 一 g0(z). 然而 , 由 于 w 是 斥 性 不 动 点 , H 
lg’ (w) | > 1, 由 导数 的 链条 法 则 , (g9) (w) = |g (w)* 一 œ. 这 与 g6(w) 的 有 限 性 
矛盾 , 因此 {g*} 在 ww 不 能 是 正规 的 , 于 是 由 命题 14.4, w € J(g) = J (f?) = J (f). 
因为 J(f) 是 闭 的 , 即 得 f 的 斥 性 周期 点 集 的 闭 包 在 J (f) 内 . 

wHE={weJ(f): Fev # w, 使 f(v) =u, H f(v) #0}, Rw eE, 
则 存在 w 的 开 邻 域 V, 在 其 上 能 找到 一 局 部 解析 道 函 数 fo}: V 一 CW, 使 得 
Fiw) = v 关 w( 用 连续 的 方法 选择 f1 (z) 的 值 ). E V Eee TAE CAPT eB 
{hx}: 

(f*(z) — z) 
hla) = Tey — 2) 
BUA w 的 任何 满足 UV CV BAR, 由 w € J(f) 及 hx 的 定义 , A {Sf } 和 
{hy} 在 UV 上 都 是 非 正 规 的 . 再 由 Montel 定理 14.5, FE k 及 z EU, 使 得 hx(z) 只 
取 0 或 1. 在 第 一 种 情形 , FE zeU, 使 1*(z) = z; 而 第 二 种 情形 f) = fae), 
因此 对 某 个 z e U, FH) = z. 于 是 U 包含 f 的 周期 点 , 所 以 , 所 有 EPEHA w 
都 在 斥 性 周期 点 集 的 闭 包 内 . 

既然 f 是 多 项 式 , 则 除去 有 限 个 点 外 , E 包含 所 有 J (f) 的 点 . 由 命题 14.9 知 
J (f) 不 包含 孤立 点 , 所 以 J(f) CE 是 斥 性 周期 点 集 闭 包 的 一 个 子 集 . 由 此 即 得 所 
要 证 的 . 口 

如 果 w 是 f 的 吸引 不 动 点 ,用 


A(w) = {zeC: f" (z) > w, (k = oo) } | (14.2) 


表示 w 的 吸引 域 (basin of attraction), 类 似 地 , 可 以 定义 无 穷 点 的 吸引 域 4(oo). A 
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w 是 吸引 的 , 所 以 在 4 (w) 内 存在 包含 w 的 开 集 VÆ w= o, Rr 充分 大 时 的 集 
{z :1z| >r}). 因为 如 果 对 某 个 天 1*(z) € V, M z 属于 也 是 开 集 的 £7? (V), 因此 推 
出 A (w) 也 是 开 的 . J 作为 任何 吸引 域 的 边界 , 它 的 下 面 这 个 特征 在 确定 Julia 集中 
非常 有 用 . 回忆 一 下 , 记号 OA 表示 4 的 边界 . 

引 理 14.11 wà f HAIRA S, 则 94(w) = JJ 了 ( 门 , 若 w = oo, 结论 同 
样 正确 . 

证 明 ze J(f), 则 对 所 有 的 有 ,J*(z) E J (Sf), 所 以 它 不 能 收敛 于 吸引 不 动 
A,B z 4 Alw). 然而 , MRU 为 z 的 任意 邻 域 , 由 引 理 14.7, FERA k, 使 得 集 
FEU) 包含 4(w) 中 的 点 , 因此 , 存在 任意 接近 z RR ow. 于 是 z € 4 (ww)， 
Pb z € OA (w). 

RIX z € 0A (w), Œ z ¢ J 了 (f), 则 zz 有 连通 开 邻 域 V, ERE {S} 有 子 序列 收 
全 到 解析 函数 或 收敛 到 00. 这 个 子 序列 在 非 空 开 集 V 门 4 (w) 上 收敛 于 w, 因为 如 
果 解 析 函 数 在 任 一 开 子 集 上 为 常数 , 则 它 在 一 连通 集 上 也 为 常数 , 所 以 这 个 子 序列 
在 Y 上 也 收敛 于 w. 通过 f eR, V 的 所 有 点 都 映射 到 A (w) 内 ,所 以 VC A(w), 
这 与 ze OA(w) FE. 口 

作为 这 个 引 理 的 例子 , 回顾 f(z) = 2? 的 情形 : 它 的 Julia 和 集 是 单位 圆 , 也 即 
4(0) 和 A (oo) HIF. 

下 面 将 本 节 的 主要 结论 集中 在 一 起 . 

摘要 14.12 ŽA f 4h Julia 集 J(f) 是 使 fiz) 一 co 的 点 zEC 组 成 的 集 
会 的 边界 , 它 是 一 个 不 包含 缴 立 点 的 不 可 数 的 非 空 紧 集 , 同时 它 在 了 与 S 下 都 是 
不 变 的 , 并 且 对 任意 正 整数 DJ (f) = I (FP). wR zE J (f), MIA) A UFC 


AE. Julia RÈ 太 的 包括 无 穷 远 点 在 内 的 每 一 吸引 不 动 点 的 吸引 域 的 边界 ,而 
且 是 了 的 斥 性 周期 点 集 的 闭 包 . 

证 明 只 要 将 本 节 的 证 明 沪 聚 在 一 起 即 得 口 

在 Julia 集 上 可 以 发 现 f 的 许多 动力 学 性 质 , 能 够 证 明 “j 在 J 上 是 混沌 的 ”( 见 
第 13 章 ). 由 定义 , f 的 周期 点 在 J AR, 男 一 方面 , J 包含 的 点 z 及 其 相应 的 友 代 
f* (z) 在 J 内 稠 . 更 进一步 , f 在 了 上 对 “初始 条 件 有 敏感 的 依赖 关系 ”, 因此 , 无 论 
同时 属于 J 的 z, w 如 何 接 近 , 对 于 某 个 天 | fF (z) SE (w)| 将 很 大 , 这 使 得 迭代 的 
精确 计算 成 为 不 可 能 . 
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现在 只 考虑 C 上 二 次 函数 的 情形 , 研究 具有 形式 


felz) =z? +e (14.3) 


14.2 二 次 函数 
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的 多 项 式 的 Julia R. 这 里 没有 它 第 一 次 出 现时 的 限制 , 因为 如 果 h(z) = az + 
B(a #0), II 


h (fe (h(z))) = (a%2* + 2a8z + 8? + c — B) /a. 


通过 适当 地 选取 a, b,c 的 值 , 可 以 使 表达 式 变 成 所 期 望 的 任意 二 次 函数 f. 于 是 
hi o fooh = 了, 所 以 对 任意 有 ,ho ff oh = 产 ,这 意味 着 在 S F, 点 2 的 迭代 序 
列 {f*(z)} 是 在 fe F, 点 h(z) 的 迭代 序列 {FE (h(z))} ÆR 下 的 像 . 映射 将 
f 的 动态 图 变换 为 fc 的 动态 图 . 特别 , 广 (z) 一 oo 当 且 仅 当 fc (z) œ; BLA, f 
的 Julia 集 是 fe 的 Julia RÆ ht FHR. 

变换 h 称 为 f fe ZAHA (conjugacy), 每 个 二 次 函数 与 一 个 久 有 某 个 c 
的 fo SESE, 所 以 通过 研究 ce C 的 fe 的 Julia 集 , 能 很 有 效 地 研究 所 有 二 次 多 项 式 
的 Julia 集 . 因为 h 为 相似 变换 , 所 以 任何 二 次 多 项 式 的 Julia 集 几 何 相 似 于 市 有 某 
个 ceEC 的 fe 的 Julia 集 . 

在 本 节 中 要 牢记 , 除了 z = c 时 fc1(z) 取 两 个 不 同 值 + (2-0), 称 它们 为 
fo) (z) 的 两 个 分 枝 (branch). 所 以 如 果 U 是 使 cg U 的 小 开 集 , 则 逆 像 fc， (U) 有 
两 部 分 , 它们 都 是 由 fe 一 一 光滑 地 上 映射 到 U 上 的 . 

定义 Mandelbrot 集 (Mandelbrot set)M 为 使 f 的 Julia 集 是 连通 的 参数 c 组 
成 的 集 : 


M = fo EC: J (fe) 是 连通 的 } | (14.4) 


首先 , M 看 起 来 与 J (fe) 的 一 个 相当 特殊 的 性 质 有 关 , 事实 上 , 如 在 下 面 即将 看 到 
的 , M 包含 了 关于 Julia 集 构 造 的 大 量 信息 . 

定义 式 (14.4) 不 适合 计算 的 目的 , 可 以 导出 一 个 等 价 定 义 , 它 在 确定 参数 c 是 
FE M P, 以 及 在 研究 M 的 非常 复杂 的 结构 中 十 分 有 用 ( 见 图 14.2). 下 面 将 证 明 
ce M 当 且 仅 当 大 (0) oo. 

为 此 , 首先 需要 了 解 一 些 变换 f 在 光滑 曲线 上 的 作用 . 为 简单 起 见 , 称 复 平面 中 
的 一 条 光滑 的 ( 即 可 微 的 )、 闭合 的 、 简 单 ( 即 不 上 自 交 ) 的 曲线 为 一 个 回路 (loop); 分 别 
称 平面 C 上 位 于 这 曲线 之 内 和 之 外 的 部 分 为 回路 的 内 部 (interior) 和 外 部 (exterior); 
8 字形 是 自 交 于 一 个 单 点 的 光滑 闭合 曲线 . 

引 理 14.13 设 C 为 复 平 面 上 的 回路 . 

(a) 如 果 c 位 于 CC 内, 则 f-1(C) 是 以 C 的 内 部 的 这 像 为 它 的 内 部 的 回路 . 

(b) 车 c 在 C 上 , 则 万 1(C) 为 一 8 字形 图 , 使 得 C 内 部 的 送 像 为 两 个 回路 的 
内 部 . 

(c) 若 c 在 C 外 , MIC) 有 两 个 不 交 的 回路 , 使 得 C 内 部 的 北 像 为 两 个 回 
路 的 内 部 . 
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Im 1 


—2 一 ] 0 
图 14.2 复 平 面 上 的 Mandelbrot 集 M 


证 明 ”注意 到 e = e-o, A VO = +(z -ora2, 着 
z#c,(fo1) (z) 是 非 零 的 有 限 数 . 所 以 如 果 选 择 万: 的 两 个 分 枝 之 一 , 4 cgc, 则 
集 广 1(C) 为 局 部 光滑 曲线 . 

(a) 假设 c 位 于 C A, 在 C 上 选 一 初始 点 w, 选择 fo} (w) 的 两 个 值 之 一 . 随 着 
z 环绕 C 移动 时 , 万 1(z) 连续 变化 , 使 得 点 fo) (z) 划 出 一 条 光滑 曲线 . 然而 , 当 z 
返回 w 时 , fo} (w) 取 它 的 第 二 个 值 ; 当 z 再 次 绕 过 C, fo} (z) 继续 划 出 一 条 光滑 路 
径 , 且 当 > 第 二 次 返回 w 时 , 光滑 曲线 就 闭合 了 . 因为 cg C, 所 以 就 有 0 ¢ f(O, 
因此 在 fol (C) 上 fi(z) 40. 于 是 fe EE fo (C) 上 点 的 邻 域内 的 局 部 光滑 的 一 
一 变换 . 特别 地 , z © fot (e) 不 能 是 fc1(C) 的 自 交点 , 否则 fe (z) 就 是 C 的 自 交 
点 , 因此 f! (C) 是 一 个 回路 

因为 fc 是 连续 函数 , 它 只 将 回路 fo C) 映射 到 回路 C 上 , 而 不 会 将 其 他 点 映 
射 到 回路 C E, 所 以 多 项 式 fe 一定 将 fo} (C) 的 内 部 与 外 部 分 别 映射 到 C 的 内 部 
与 外 部 , 因此 fz! 把 C 的 内 部 映射 到 f=-1 (OC) 的 内 部 . 

(b) 可 以 类 似 于 (a) 进行 证 明 , 注意 到 如 果 Co 是 通过 e 的 曲线 的 某 个 光滑 段 ， 
WW fo! (Co) 包含 通过 0 上 且 相 互 垂直 的 两 个 光滑 曲线 段 , 即 如 8 字形 图 那样 自 交 . 

(c) 类 似 于 (a) 的 证 明 , 这 时 , 当 z 环绕 C 移动 时 , f-!1 (z) 只 能 选取 两 个 值 中 的 
一 个 , 所 以 得 到 两 个 回路 o 

现在 可 以 证 明 “Mandelbort 集 的 基本 定理 ”, 这 是 通过 fe 的 迭代 形式 给 出 的 
Mandelbort 集 的 另 一 特征 . 


EH 14.14 M = {ceC:{f*(0)},>1 是 有 界 的 \ (14.5) 
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= {cE C: fk(0) A œ(k > o0)} (14.6) 


证 明 ”由 引 理 14.1, 显然 FF (0) A oo 4A {FF (0)} BA, 所 以 式 (14.5) 
与 式 (14.6) 等 价 . 

(a) 首先 证 明 , 如 果 { 产 (0)} 上 有 界 , 则 J (S) 是 连通 的 : RC HC 中 充分 大 
的 圆 , 使 得 所 有 {SE (0)} 的 点 都 位 于 C 内 , 而 使 户 !(C) 在 C 的 内 部 , 并 使 C 外 
部 的 点 在 fe 的 迭代 下 趋 于 co. 因为 c = fe(0) 是 在 C 的 内 部 , 由 引 理 14.13(a) 知 
fr (C) 是 包含 于 C 内 部 的 一 个 回路 ; 同时 fole) = f2(0) 也 在 CA, A fri CO 
的 外 部 映射 到 fot (C) 的 外 部 , 所 以 c Æ fat (C) A. 再 一 次 应 用 引 理 14.13(a), 也 
知 万 2{C) 是 包含 于 fri (C) 内 部 的 一 条 回路 . 如 此 继续 进行 下 去 , 可 见 {fF (C)} 
是 一 序列 回路 , 每 一 回路 的 内 部 都 包含 下 一 个 回路 ( 见 图 14.3(a)). 设 K 表示 对 所 
A k, 在 回路 rO 上 或 内 部 的 点 的 闭 集 , 如 果 z C\K, 则 有 某 个 迭代 frl) 落 
Æ C 外 ,因此 fF (z) 一 o. 所 以 


4(oo) = {2 : fË (2) 一 co 当 k > oo} = C\K 


即 集 K 是 f 的 充满 的 Julia 集 . 由 引 理 14.11, J (fe) AW C\K 边界 , 当然 , 也 是 K 
的 边界 . 但 五 为 一 递减 的 闭 的 简单 连通 集 ( 即 连通 的 且 有 连通 余 集 的 集 ) 序列 的 交 ， 
所 以 由 基本 的 拓扑 结论 , K 为 简单 的 连通 集 , 因此 有 连通 边界 , 即 J (fe) 是 连通 的 . 

(b) 4 {fF (0) 无 界 , 可 以 完全 类 似 地 证 明 J (fe) 是 非 连通 的 . 设 C 为 充分 大 
的 圆 , 使 得 方 1(C) 在 C 内 部 , 并 且 将 C 外 部 的 任意 点 都 只 代 趋 于 o, 同时 还 存在 
满足 fP-1(c) = f? (0) e C 的 正 整 数 p, 并 且 还 可 以 根据 有 值 是 小 于 或 大 于 p, HER 
E fF (0) 是 在 C 内 或 者 在 C 外 . 像 在 证 明 前 面 的 第 一 部 分 一 样 , 可 以 构造 一 系列 
回路 {foc* (C)}, 每 一 个 回路 的 内 部 包含 下 一 个 回路 ( 见 图 14.3(b)), 然而 , 当 得 到 
f2-? (C) 时 , 类 似 第 一 部 分 的 论证 必须 停止 , 因为 此 时 ee f (C), 引 理 14.13(a) 
已 不 能 用 了 . 但 由 引 理 14.13(b), 得 到 E = fP (C) 是 回路 S1 (C) 内 部 的 8 字形 
图 , fo 把 E 的 每 半 部 的 内 部 映射 到 大-? (C) 的 内 部 .由 于 其 他 点 迭代 趋 于 无 穷 ， 
Julia 集 J (Je) 一 定 在 E 的 回路 的 内 部 ; 又 由 于 J (fe) 在 fo’ 下 是 不 变 的 , 所 以 它 
的 每 一 部 分 必 包 含 于 E 的 每 一 回路 内 , 于 是 , 这 个 8 字形 图 ERAT J (万 ). 事实 
E, 如 果 此 时 同样 应 用 引 理 14.13(c), 很 容易 发 现 J (fe) 是 全 不 连通 的 . 口 

在 式 (14.5) 与 式 (14.6) F, 考虑 原点 欠 代 的 理由 是 对 每 个 c 原点 是 f 的 临界 
点 (critical point), 即 满足 fi (2) = 0 的 点 . 临界 点 是 使 f 不 成 为 局 部 一 一 映射 的 点 
这 是 定理 14.14 证 明 中 区 分 两 种 不 同情 形 的 关键 性 质 , 也 是 分 析 任 意 多 项 式 函 
数 或 亚 纯 函 数 的 动力 学 性 状 的 关键 所 在 . 

由 式 (14.5) 提供 的 集合 M 的 等 价 定 义 是 Mandelbrot 集 的 计算 机 绘图 的 基础 . 
选取 数 7 > 2 和 ko, 比如 都 取 100 以 上 . 对 每 一 个 c 连续 计算 {ft(0)} 序列 的 各 项 ， 
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如 果 在 k= ko 之 前 | 从 (0)| > r, 此 时 , 就 认为 c 在 M 外 , 否则 就 取 ce M; 对 一 个 区 
域 的 每 个 c 值 都 重复 这 个 过 程 , 以 保证 M 的 图 像 能 被 画 出 . 根据 使 | 六 (0)| > 的 
第 一 个 整数 k 的 不 同 值 , 区 分 出 M 的 余 集 的 不 同 区 域 , 而 设计 并 涂 上 不 同 的 颜色 . 


图 14.3 Æ fe FE C 的 迭代 说 明了 定理 14.14 证 明 的 两 个 部 分 ; (a) c = 一 0.3 + 0.3i; 
(b) c= 一 0.9 十 0.5i | 


Mandelbrot 集 的 图 ( 见 图 14.2) 表明 它 有 非常 复杂 的 结构 . 它 有 某 些 明显 的 特 
征 : 一 个 主要 的 心 形 图 与 一 系列 圆 盘 形 的 “ 芽 苞 ”突起 连结 在 一 起 . 每 个 芽 苞 又 被 
更 小 的 芽 苑 所 环绕 , 小 芽 巷 义 有 更 小 的 芽 苟 :………… . 然而 , 这 并 不 是 全 部 , 还 有 精细 
的 “发 状 ” SPA SF eg TAI ME HH, 这 些 细 发 在 每 一 段 上 都 带 有 与 整个 Mandelbrot 集 
相似 的 微型 样本 . 然而 精确 的 图 形 说 明 M 是 一 个 连通 集 , CMA SRE 
数 等 于 2. 


14.3 =P Julia 集 


FEAT, 我 们 将 看 到 随 着 参数 c 在 复 平 面 上 变化 , Julia Æ J (f。) 的 构造 发 生 
了 一 些 什么 变化 . 特别 地 , Mandelbrot 集 的 各 个 不 同 部 分 的 意义 也 将 变 得 更 明显 . 

fc 的 吸引 周期 点 是 J (fe) 结构 的 关键 , 可 以 证 明 ( 见 练习 14.17), 如 果 w # oo 
是 多 项 式 f 的 吸引 周期 点 , 则 存在 临界 点 (满足 f(z) = 0 的 点 )z, 使 得 1*(z) 被 吸 
引 到 包含 w 的 周期 轨道 上 . 因为 f 的 唯一 临界 点 为 0, 所 以 fc 至 多 有 一 个 吸引 周 
期 轨道 . 而 且 如 果 cg M, 则 由 定理 14.14, f(0) 一 œ, 所 以 fe 不 能 有 吸引 周期 轨 
jE. 可 以 猜想 使 得 fo 有 吸引 周期 轨道 的 c 的 集 充满 M 的 内 部 , 但 这 还 没有 被 证 明 . 

日 然 地 可 以 根据 (有 限 ) 吸引 轨道 的 周期 p 对 fo 进行 分 类 , 如 果 这 种 轨道 存在 
的 话 , 相应 于 不 同 p 的 e 值 应 当 对 应 于 Mandelbrot 集 M 的 不 同 区 域 . 
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首先 假设 c TE M 外 , 所 以 fe 没有 吸引 有 周期 点 . 由 定义 , Jf.) 是 不 连通 的 . E 
实 上 , J (fe) 一 定 是 全 不 连通 的 , 而 且 可 以 表示 为 不 交 并 J = 591(J)U5Sz(J), RBS: 
和 So 是 J 在 上 的 两 个 分 梳 . 这 意味 着 J 是 IFS{S1, So} 的 吸引 子 , 见 式 (9.2). 
基本 上 , 这 可 以 从 定理 14.14 证 明 的 第 二 部 分 椎 出 , 已 得 到 f。 将 8 FRE E 的 每 个 
回路 的 内 部 映射 到 包含 巨 的 区 域 D 上. 上 映射 Si 及 So 可 以 取 成 是 f-!' 在 每 一 回路 
内 部 上 的 限制 . 因为 Si(J) 及 52(J) AE 的 两 部 分 的 内 部 , 且 互 不 相交 , 所 以 了 一 
定 是 全 不 连通 的 , 见 式 (9.7) 后 的 注 记 . 

当 c 充分 大 时 , 可 以 对 此 情形 做 更 详细 的 研究 , 以 便 能 进一步 做 一 些 简 化 . 

定理 14.15 设 |c|> (8 + 2V6) 二 2.475.……, 则 J (F) 是 全 不 连通 的 , 而 且 对 
J 附近 的 z, J (fe) AH fatl) = l- eo 的 两 个 分 枝 定 义 的 两 个 压缩 变换 的 吸 
引子 (EA (9.2) 的 意义 下 ). 当 |c| 充分 大 时 , 有 


dimsp J(f.) = dimn J (fe) > 2ln 2/ln 4 |el. 
证 明 设 C 为 圆 |z|= jdl, 而 D 是 圆 的 内 部 jz| < le, 则 
f- (C) = { (cel? —c)/2:0<6< An}, 


这 是 自 交 点 在 0 点 的 8 字形 图 , 两 个 回路 各 在 通过 原点 的 直线 的 两 边 (人 参见 引 理 
14.13 和 图 14.4). 因为 |c| > 2, 所 以 有 fC) c D; WR |z| > lel, BA |fe(z)| 2 
\z?| ~ jel > |e? — {el > Jel. fo'(C) 的 每 个 回路 的 内 部 由 以 双 射 的 方式 映射 到 D 
E, WREX Si, S2: D > DA fotz) 在 每 一 回路 内 的 分 校 , 则 S1(D) 和 SD) 
是 两 个 回路 的 内 部 . 


图 14.4 定理 14.15 的 证 明 
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设 V 是 圆 盘 1z :12| < 2ed"), 选择 V 的 半径 使 得 V 正好 包含 fs1(C), 所 
以 S1(D), S2(D) CV c D. 因此 S1(V), S2(V) CV 且 5S1(V) 与 52(V) 不 交 ; 则 对 
i 二 1,2 有 


s, _§, _ 1/2 .1/2 — aa 
Sila) = Sila) = (aa — "(22-0)" | = mai om 


因此 , 如 果 21,226 V, 取 最 大 和 最 小 值 , 则 有 


z (Id + et?) < P= ileal (lde). aan 
如 果 lel > 5(5 + 2V6), 则 上 界 小 于 1; 此 时 Si 及 Sp EMIA 了 上 是 压缩 的 . 由 定理 
9.1, 存在 唯一 非 空 紧 的 吸引 子 F cV, 满足 


Si(P)USe(F) = F. (14.8) 


因 Si(V) 与 So(V) 不 交 , 所 以 Si (F) 与 SF) 也 不 交 , BP F 是 全 不 连通 的 . 

当然 , F 即 为 Julia Æ J = J (fe). 说 明 这 点 的 方法 之 一 就 是 , 因为 Y 至 少 包含 
7 的 一 个 点 z( 例 如 , f 的 斥 性 不 动 点 ), 因为 fe*(V) c ,所 以 有 了 = (U fe*(z)) 
WHE cV. 应 用 摘要 14.12 的 进一步 结果 , 知 J AV 的 满足 J=) 的 非 空 紧 
TR, 或 者 等 价 地 , J=51(J) U52( 四 . 于 是 J = F 是 满足 式 (14.8) 的 唯一 非 空 紧 集 . 

最 后 , 估计 J (fe) = F HER, 应 用 命题 9.6 和 命题 9.7 以 及 式 (14.7), dime J(f。) 
的 下 界 及 上 界 分 别 可 由 方程 2 ( (lo 二 lo/2)-72】 = 1 的 解 给 出 , 即 由 = 
21n 2/ln 4(je| +12c|1/2) 给 出 了 所 指出 的 渐进 估计 . 口 

下 面 转 而 研究 c 较 小 的 情形 . 我 们 知道 如 果 c=0, W Jf.) 为 单位 圆 ; MR c 
较 小 z 也 充分 小 , W4 k — œ, fEl) 一 w, 这 里 w 是 接近 于 0 的 吸引 不 动 点 
=(1 一 VI 一 40). 另 一 方面 , 若 2 BEK, 则 从 (z) 一 co. 有 理由 希望 当 c 移动 离开 0 时 
A “ARE” Ay ted SA] ne ERA HA) 这 个 财 曲 线 把 这 两 种 类 型 的 点 分 离开 了 . 

事实 上 , 这 就 是 fc 保持 有 一 个 吸引 不 动 点 的 情形 , 即 在 方程 fe(z) = z 的 一 个 
REWE Sele < 1 的 人 情形. 简单 的 代数 方法 可 以 证 明 : 如 果 c 落 在 心 形 线 z = 
sel (1 - 0!) (0 < 9 < 2m) 内 ,就 有 这 种 情形 发 生 ; 而 这 个 心 形 线 正 是 Mandelbrot 
集 的 主 心 形 线 (参见 练习 14.15). 

为 了 方便 , 这 里 处 理 jc| < 7 的 情形 , 但 是 如 果 fe 有 任何 吸引 不 动 点 , 证 明 也 是 
容易 修改 的 . 

定理 14.16 Æ |c] < 1/4, 则 J(f-) 为 简单 闭 曲 线 . 
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WEBA ik Co 为 曲线 |z| = 1/2, 它 同 时 包围 了 c 和 fe 的 吸引 不 动 点 w. 由 直 
接 计 算 知 道 映像 fo" (Co) 为 环绕 Co 的 回路 C1, 把 从 Co 出 发 并 和 球 直到 达 C 的 曲 
RPA “BER” (trajectory), 可 以 用 该 曲线 构成 的 连续 体 将 Co 与 C1 之 间 的 环绕 区 
域 A, 充满 ( 见 图 14.5(a)). 对 每 个 9, BE 办 (9) 是 从 Co 上 的 点 po(0) = Ze? 出 发 的 
轨 线 在 Cy 上 的 端点 . BR 大 (41) 为 具有 外 边界 回路 C2 = fatc) 和 内 边界 Cy 
的 环形 区 域 Ao, fo 以 二 对 一 的 方式 将 Ao 映射 到 A, 上 . 连接 Co 与 Ci 的 轨 线 的 
道 映像 给 出 了 一 族 连 接 C1 与 C2 的 轨 线 , 设 yall) 是 从 C1 上 的 yO 出 发 的 轨 线 
在 Co 上 上 的 器 点 , 用 同样 的 方式 继续 下 去 , 可 以 得 到 一 个 回路 序列 Ch, 这 个 序列 的 
后 一 个 回路 环绕 前 一 个 回路 ; 同时 也 得 到 一 个 罗 线 族 , MEE k, 这 些 轨 线 把 Ci 上 
点 Wk(0) 与 Crp 上 点 Wk+1(0) 连接 起 来 . 

当 上 一 oo, 曲线 Cy 逼近 w 的 吸引 域 的 边界 ; 由 引 理 14.11, 这 个 边界 正 是 Julia 
集 JIS) 因为 存在 7 > 1, 使 在 Ci 外 有 | 天 (zl > 7, 因此 fo* 在 7 附近 是 压缩 映 
射 . 所 以 连接 Velh) 与 Velh) 的 轨 线 的 长 度 当 大 一 co 时 , 以 几何 速度 收敛 于 0. 
因此 当 k > ce 时 , de (0) 一 致 收敛 到 连续 函数 (A), 而 J 就 是 由 YOO 0 < 27) 
给 出 的 闭 曲 线 . 

剩 下 的 是 要 证 明 ? 描述 的 是 简单 曲线 , 假如 多 (91) = yw(92), 则 记 由 这 一 点 分 别 
连接 yolh) 与 加 (02) 的 两 条 罗 线 和 Co MN KIRA D,D 的 边界 在 fe WIKRE 
仍然 是 有 界 的 , 所 以 由 最 大 模 定理 (一 个 解析 函数 的 模 在 一 个 区 域 的 边界 点 上 取得 
最 大 值 ), D 在 f 的 迭代 下 仍然 有 界 . 因此 D 是 充满 的 Julia 集 的 一 个 子 集 , A D 
的 内 部 不 能 包含 J 的 任何 点 . 于 是 图 14.5(b) 的 情形 不 可 能 发 生 , 所 以 对 在 与 9。 
之 间 的 所 有 9 有 (90)=w(91)=W(02), 由 此 推出 (0) 没有 自 交 点 . 口 


图 14.5 “定理 14.16 的 证 明 
通过 推广 这 个 论证 可 知 : 如 果 c 是 在 M 的 主 心 形 线 上 , 则 J(f。) 是 简单 琴曲 
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线 ; 这 样 的 曲线 有 时 被 称 为 是 拟 贺 周 . 当然 , Ac > 0, 则 J(fc) 是 分 形 曲线 . 也 可 以 
证 明 , 对 较 小 的 c, 它 的 维 数 由 下 式 给 出 ， 


s = dimp J (fe) = dimy J(f.) =1+ 


el? 


Ia t | 中 及 更 高 阶 的 项 . (14.9) 
同时 , 对 实际 给 定 的 c 的 实 解析 函数 ,也 有 dimg J(f.) = dima J(f.), H0 < HS (J) < 


OO 


下 一 个 情形 是 考虑 f。 有 周期 为 2 的 吸引 周期 轨道 . 通过 直接 计算 , 可 知 只 要 
lc+1| < 1/4, 就 会 发 生 这 种 情形 , 这 也 就 是 z 位 于 毗连 M 的 主 心 形 的 突出 圆 盘 上 
的 情形 ( 见 练习 14.16). 

因为 fo 是 4 次 多 项 式 , fo 有 两 个 不 动 点 及 两 个 周期 为 2 的 周期 点 . 设 w 和 
wo 是 周期 为 2 的 吸引 轨道 的 点 , 用 与 定理 14.16 相同 的 证 明 方 法 , 可 以 得 到 ws 的 吸 
引 域 ( 即 {z : FEE (z) 一 wi, k 一 001) 为 环绕 wi 的 简单 闭 曲线 Ci 所 国 的 区 域 , i=1， 
2. 由 引 理 14.11 及 命题 14.4, 有 Ci C I(f2) = J(fe) 曲线 Ci 由 S? 以 二 对 一 的 方 
式 喘 射 到 自身 , 由 此 推出 在 每 个 Ci 上 存在 K 的 一 个 不 动 点 . 周期 为 2 的 点 严格 地 
在 Ci 内 , 所 以 在 每 个 Ci 上 存在 fe 的 一 个 不 动 点 . 因为 Ci fe 相互 映射 到 对 方 ， 
唯一 的 可 能 是 C1 与 C2 交 于 fe 的 不 动 点 中 的 一 个 . Bie fo) 在 C1 上 是 双 值 的 ， 
逆 映 像 之 一 是 C2( 环 绕 we), 然而 , fo (Ci) 的 另 一 个 分 支 是 环绕 fo (wi) 的 第 二 个 
值 的 更 简单 的 闭 曲线 用 这 种 方式 继续 取 逆 像 发 现 ，J(f。) 由 无 穷 多 条 简单 闭 曲 线 
组 成 , 它 环绕 所 有 阶 的 wi 与 wo 的 原 像 , 相互 交 于 一 对 “ 扭 点 ”( 见 图 14.7(c)). 于 是 
这 里 就 得 到 分 形 的 Julia 集 , 它 比 前 面 一 种 情形 有 更 加 复杂 的 拓扑 结构 . 

可 以 用 类 似 的 想法 去 分 析 当 f。 有 周期 p > 2 的 吸引 有 周期 轨道 的 情形 . 坐落 在 
吸引 轨道 上 的 周期 为 p 的 点 的 最 近邻 域 由 相交 于 一 个 共同 点 的 一 些 简 单 团 曲线 所 
围绕 . Julia 集 是 由 这 些 分 形 曲 线 与 1* 之 下 的 原 像 所 组 成 . 

各 种 不 同 的 例子 显示 在 图 14.6 和 图 14.7 中 ; 相应 于 周期 为 p 的 吸引 轨道 的 
Mandelbrot  EAy “FE Mh A] 14.8 给 出 . 

当 c 是 M 边界 上 的 “例外 值 , 它 所 对 应 的 Julia 集 J(fe) 在 数学 上 是 很 难 
分 析 处 理 的 . E c 在 心 形 图 的 边界 或 M OAL, 则 f. 有 一 个 不 重要 的 周期 点 
(PY = 1. Ac 在 芽 苞 与 母体 接触 的 “SR, 则 If.) 包含 一 系列 把 它 的 边 
界 与 不 同 的 周期 点 连接 起 来 的 “ 卷 须 ”. 位 于 心 形 图 边界 的 另外 的 点 上 c, Julia 集 
J(f。) 由 无 穷 多 个 包围 着 开 区 域 的 曲线 组 成 , H f 将 每 个 这 样 的 区 域 映 射 到 “更 大 ” 
的 一 个 , 直到 得 到 包含 不 动 点 的 区 域 为止 . 在 这 个 Siegel & (siegel disc) A, f 使 得 环 
绕 不 动 点 的 不 变 回 路 上 的 点 在 加 上 转动 . 

还 有 很 多 可 能 性 , WE c 在 M 的 一 个 “发 状 ” 分校 上 , 则 Je) PREA N H 
线 (dendrite), 即 具有 树 状 形式 ; 如 果 在 临界 点 0 的 从 代 是 周期 的 , 也 即 对 整数 k 和 
q, FEC) = fFt9(0) 时 , 就 会 发 生 这 种 情形 . 
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图 14.6” 对 应 于 Mandelbrot 集中 各 种 点 c 的 Julia 集 J(f-). 
更 精细 的 Julia 集 由 图 14.7 给 出 


前 面 已 经 指出 了 在 M 的 发 状 分 校 中 有 M 的 微型 缩影 , 如 果 e 属于 它们 中 的 
一 个 , ABA J( fe) 可 能 是 无 圈 曲 线 , 旦 看 起 来 像 是 在 M 的 主要 部 分 的 c 值 所 对 应 的 
Julia 集 的 微型 缩影 , 这 些 缩影 镶 瞬 在 这 分 枝 的 “末梢 ”. 

确实 , 为 探索 Julia 集 的 结构 和 其 他 函数 的 Julia 集 , 使 用 计算 机 是 一 个 好 办 法 . 
在 前 面 已 经 讨论 过 的 性 质 的 基础 上 , 通常 有 两 种 方法 可 以 用 来 绘制 Julia 集 . 

在 第 一 种 方法 中 , 选择 斥 性 周期 点 z, 对 适当 的 &, 可 以 计算 道 像 Je=f (2) 所 
对 应 的 集 ; 由 推论 14.8(b), 这 2* 个 点 都 在 J 中 , MEES k 的 变 大 将 充满 J. 用 这 
种 方式 绘制 J 的 困难 是 .有 的 点 不 一 定 均 匀 分 布 在 J E, 它们 可 能 有 聚集 在 J 的 某 
PY AY i Ta], 而 在 其 他 J 的 部 分 可 能 是 很 稀 朴 的 . 经 常 甚至 很 大 时 , J 的 有 些 部 
分 可 能 完全 被 遗漏 (对 接近 M 的 边界 的 c 相应 的 fe, 这 种 情形 可 能 发 生 ). 有 多 种 
方法 可 以 克服 这 种 困难 . 例如 , 设 Jo={z}, 对 每 一 k, 我 们 不 取 Je=f (Je), 而 是 
在 每 一 “小 ”从 聚集 点 中 只 选 出 一 点 而 舍 去 其 他 的 点 , 这 些 选 出 的 点 组 成 f71(-_1) 
的 子 集 Je 这 就 能 保证 了 在 达 代 的 每 一 步 , 处 理 的 都 是 一 个 分 布 相 当 合 理 的 J 的 
点 集 , 同时 也 简化 了 复杂 的 计算 . 

第 二 种 方法 是 检验 单个 点 , 看 它们 是 否 接近 Julia 集 ; 例如 , 假设 f 有 两 个 或 更 
多 个 吸引 不 动 点 (如 果 f 是 多 项 式 , 则 包括 00), 假如 z 是 JS) 中 的 任 一 点 , 则 由 引 
理 14.11, 在 每 个 吸引 点 的 吸引 域 中 都 存在 任意 接近 z 的 点 . 为 了 确定 J, 将 C 的 区 
域 分 成 更 细 的 网 格 , 检验 每 一 网 格 正 方形 的 四 个 顶点 在 /的 迭代 下 的 最 终结 果 . A 
有 两 个 顶点 被 吸引 到 不 同 点 , 则 认为 这 个 网 格 正方 形 包 含 J 的 点 . 通常 , 对 其 他 的 
正方 形 , 即 所 谓 的 “Fatou 集 ”, 都 根据 正方 形 的 顶点 被 吸引 到 不 同 的 点 而 把 它们 涂 
上 不 同 的 颜色 , 可 能 还 对 某 个 固定 的 k, 根据 第 大 次 迭代 时 与 吸引 点 的 接近 程度 , 使 
涂 上 的 颜色 有 一 定 的 深浅 差别 . 
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(h) 


14.7 二 次 函数 felz) = 22 +c 的 一 组 Julia 集 . (a) c= 一 0.1 十 0.1i, fe ARILARA, J 
为 拟 圆 周 ; (b) c = 一 0.5 十 0.5i, fe 有 吸引 不 动 点 , J 为 拟 圆周 ; (c) e= —1 + 0.05i fc 
有 周期 为 2 的 吸引 轨道 ; (d) e = 一 0.2 + 0.75i, fc。 有 周期 为 3 的 吸引 轨道 ; (e) 
c = 0.25 + 0.52i, fe 有 周期 为 4 的 吸引 轨道 ; (£) c= 一 0.5 十 0.55i, fe 有 周期 为 5 的 
吸引 轨道 ; (g) c = 0.66i, fe 没有 吸引 轨道 旦 J 为 不 全 连通 ; (h)c = 一 i, fe (0) 是 周 
期 的 且 J 为 无 图 曲线 
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图 14.8 对 应 于 Mandelbrot 集 M 内 各 部 分 c 的 fc 的 吸引 轨道 的 周期 . £ c 在 主 心 形 图 
H, fe 有 吸引 不 动 点 且 Julia 集 J(fc) 为 拟 圆周 . 对 于 c 在 M 的 芽 色 中 , fc 有 显示 
周期 为 p 的 吸引 轨道 , 与 Julia 集 J(f-) 内 的 p 区 域 交 于 每 一 扭 点 上 . 在 M 外 , K 
数 fe 没有 吸引 轨道 且 J(f-) 为 全 连通 的 


这 两 种 方法 在 一 些 情形 中 不 易 应 用 , 数学 的 理论 知识 也 许 有 助 于 克服 可 能 发 生 
的 困难 . 


14.4 拟 圆 周 的 维 数 特征 


在 上 一 节 中 我 们 已 经 看 到 , 如 果 c 在 Mandelbrot 集 的 主 心 形 图 内 , M f(z) = 
z2? +c 的 Julia 集 为 简单 闭 曲 线 . 用 类 似 的 论证 , 当 e 充分 小 时 , 对 任何 整数 n 22, 
f(z) = 2" +c Julia 集 也 是 简单 的 闭 曲线 ; 实际 上 , 对 f(z) = 2° 十 g(z) 也 同样 是 
如 此 , 其 中 9 为 在 原点 附近 “充分 小 ”的 各 种 不 同 的 解析 函数 . 于 是 所 有 这 些 函 数 的 
Julia 集 在 拓扑 意义 上 是 一 致 的 , 它们 都 与 圆 同 胚 , 令 人 惊奇 的 是 作为 分 形 , 它们 本 
质 上 也 是 相同 的 . 换言之 , 它们 是 利 普 希 蒋 等 价 的 , 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 紧 斯 多 夫 
维 数 . 当然 , 如 果 两 个 集 有 不 同 的 维 数 , 则 它们 不 可 能 是 利 普 希 蒋 等 价 的 (推论 2.4). 
但 是 , 在 这 个 特殊 情形 中 , 上 述 结论 的 道 命 题 也 是 正确 的 . 

称 集 F 为 拟 自 相似 圆周 (quasi-self-similar circle) 或 者 是 拟 圆周 , 假如 它 满足 下 
面 的 条 件 : 

(i) F 同 胚 于 一 个 圆 ( 即 F 为 简单 财 曲 线 ) 

(ii) 0 < Hs (F) < œ, 这 里 s=dimy F 

(iii) 存在 常数 a, b,r > 0, 使 得 对 下 的 任意 子 集 U A |U| < r, FERH p: U 一 
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F, 使 得 


ajz — y| < |Ui lele) — ply) < blz -yl (2, ye F). (14.10) 


HW AAA” 条件 (iii) 说 明了 FF 的 任意 小 的 部 分 “粗略 相似 ”于 的 大 的 部 分 . 

下 面 的 定理 取决 于 利用 s 维 上 之 斯 多 夫 测 度 去 度量 拟 圆 周 的 环形 “距离 ”. 

定理 14.17 MAR Efe F ARAHSRRFUY, 当 且 仅 当 dimy E = dimy F. 

证 明 梗 概 MRE EM F ZAP OA aR, 则 由 推论 2.4(b)， 
dimy EF = dimy F. 

假定 dimy E = dimy F, 设 E(z,y) 为 在 点 x,y E€ E Z EIEE ARA E 
ER R, 对 下 的 弧 也 类 似 地 表示 . 由 条 件 (ii) 及 (iii) 得 出 Hs (Elzy) Ex, ye E 
上 连续 , MAS ty, CEER. 说 明 存 在 常数 c, c > 0, 使 得 
< 1E (ŒE (z, y)) 


< i <S 14.11 
a jz — y] ° (1411) 


当 Elx y) E B W, BY Hs (E (2,y)) < HS (E (y,2)) Be 为 充分 小 的 正 
数 , 若 le- yl > e, 则 由 连续 性 的 结论 ， 对 适当 的 常数 , 式 (14.11) 是 成 立 的 . 如 果 
jz — y| < e, 则 存在 映射 p : E(z,y) 一 E, 满足 式 (14.10), 使 得 |p(z) — vly)| 2 e. 
由 不 等 式 (14.10) 与 及 式 (2.8) 和 式 (2.9) 得 出 , WRH p(x) 和 p(y) 代替 式 (14.11) 
中 的 x,y, 则 式 中 的 比值 , 只 在 一 个 有 界 的 范围 内 变化 . 所 以 对 任意 的 z,y E 五 , 式 
(14.11) 对 适当 的 cl 及 co WA. 

现在 选择 基本 点 pe E,qe PF. y= H (E)/H (F), EX Y: EOF, 
(a) AF 中 的 点 , 使 得 


H? (E (p, £)) = YH? (F (4, ¥ (2))) 
( 见 图 14.9). 则 y 为 连续 双 射 , 而 且 也 有 
H° (E (x,y)) = YHE (F (4% (x) (YW))) (ey E€ E). 


应 用 式 (14.11) 和 相对 F 的 弧 类 似 不 等 式 , 就 得 出 当 x A y 时 ， 


y(x) — yy) 
|z — y| 


所 以 p EIRE AKRI, 即 为 所 要 求 的 . O 


C3 S S C4 
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g=w(p) 


E 3 
p, x) H (F(q, $ (0)) 


= y H (EC, x)) 


W x) 


图 14.9 在 之 斯 多 夫 维 数 为 。 WAA EAA ERKA V 


推论 14.18 RSHA fif fh t Julia $ J f .Jo 为 简单 闭 曲 线 , HES 
J, LAPRE (Bp | fi(z)| > 1,i 二 1,2). A J fe Jo RRA HARK FH, HA 
仅 当 dimy J; = dimy Jo. 

证 明 ”可 以 证 明 如 果 多 项 式 f 在 它 的 Julia 集 上 是 严格 斥 性 的 , 则 0 < He (J) < 
oo, 其 中 s = dimy J. 进一步 , 如 果 给 定 J 的 子 集 U, 可 以 选择 上 使 得 1*(U) 具有 
5 J 自身 的 直径 可 比 的 直径 , 并 且 , 如 果 取 p = f*, 则 式 (14.10) 成 立 (这 反应 了 J 
的 拟 自 相似 性 ). 所 以 五 和 Jo 是 可 以 应 用 定理 14.17 的 拟 圆 周 . 口 


14.5 解 多 项 式 方 程 的 牛顿 法 


任何 做 过 数值 分 析 的 人 都 能 用 牛顿 法 求解 方程 的 根 . 设 p(z) 为 具有 连续 导数 
的 函数 , 如 果 令 f(x) = z — p(x)/p'(x), 只 要 适当 地 选择 x 的 初 值 , 则 迭代 fF) 收 
SFA p(x)=0 的 解 ; 并 且 在 这 个 解 上 , p'(z) #0. Cayley 提出 了 在 复 平 面 上 的 研 
究 方法 , 特别 地 , C 上 的 初始 点 迭代 收敛 到 p 的 零点 . 
设 p: CoC 为 复 系数 的 多 项 式 , 定义 有 理 函 数 f : CU {oo0} 一 CU {oo} 
f(z) = z—p(z)/p'(z). (14.12) 
” 则 了 的 不 动 点 由 p(z)/p'(z) = 0 确定 , 即 p 的 包含 oo 在 内 的 零点 . 对 上 式 求 导 , 可 
以 得 到 
f'(z) = p(z)p" (2) /p' (2) (14.13) 
所 以 , 如 果 p'(z) £0, M p 的 零点 z 是 f 的 超 吸 引 不 动 点 ， 当 |z| 较 大 时 , f(z) ~ 
z(1 一 1/n), XE n Æ p 的 阶 , 所 以 oo 是 f 的 斥 性 点 . 通常 记 


A(w) = {z: f*(z) > w} (14.14) 
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表示 零点 w 的 吸引 域 , 即 在 牛顿 迭代 下 收敛 于 w 的 初始 点 集 . 因为 零点 是 吸引 的 ， 
R Aw) 为 包含 w 的 开 区 域 . 然而 , 下 面 将 会 看 到 , 在 远离 w 的 地 方 4(w) 可 以 是 
非常 复杂 的 . 

在 14.1 节 中 叙述 的 对 多 项 式 适 用 的 Julia 集 理 论 , 对 有 理 函 数 也 几乎 同样 适用 ， 
只 要 点 co 以 自然 的 方式 包括 在 内 . 主要 不 同 的 是 , 各 f 是 有 理沙 数 , J) 不 一 定 有 
界 (尽管 它 必定 是 财 的 ), MAE J(f) = CU {oo} E, Jf) 也 可 能 有 内 部 点 . 然 
im, 引 理 14.11 仍然 正确 , 所 以 对 每 一 吸引 不 动 点 w, J(f) 都 是 Aw) 的 边界 . 于 是 
在 用 牛顿 法 分 析 根 的 吸引 域 的 过 程 中 , Jf) 可 能 是 很 重要 的 . 

最 简单 明了 的 情形 是 二 次 多 项 式 : 


p(z) = 2° — clc # 0) 


它 的 零点 是 土 Vc( 与 前 面 提 到 的 一 样 , 通过 共 轿 变换 , 更 一 般 的 二 次 多 项 式 可 以 简化 
为 这 种 形式 ). 牛顿 公式 (14.12) BEA 


f(z) = (2° + c)/2z. 


于 是 
f(z) Ve = (z+ Ve)*/2z, 


所 以 
f(z) + ve _ (5). 


jz) 一 vc \ze-ve 


立即 得 出 , MFR e+ Vel/|z—Vel < 1, WFE) 4+ veli fE) - Vel — 0, 且 当 大 一 oo 
时 , f*(z) 一 一 Vc; 类 似 地 , 如 果 [2 + Vel/|z— Vel > 1, W f*(z) 一 Vc. Julia R J(f) 
是 直线 lz+ vel = |z- velve W Ve 连 线 的 垂直 平分 线 ), WH Ave) 及 AVe) 
分 别 是 Jf) 两 边 的 半 平 面 . (在 式 (14.15) F, 令 hl) = (2 + Vo)/(z - Vo), 则 有 
f(z) = hol (h(z))?, 所 以 f SR o(z) = 27 EA H Aaa.) 这 种 情况 
是 很 规则 的 , 任何 初始 点 可 在 f RR PIB p 的 最 近 零 点. 

上 面 的 二 次 函数 的 例子 可 能 会 使 人 们 有 这 样 的 期 望 : 任何 多 项 式 的 零点 在 牛 
顿 欠 代 下 的 吸引 区 域 都 是 相当 规则 的 ; 然而 , 对 于 较 高 阶 的 多 项 式 , 情况 却 根本 不 同 
的 . 引 理 14.11( 对 有 理 函 数 , 包括 对 多 项 式 的 牛顿 函数 , 情况 也 成 立 ) 预示 了 后 面 会 
有 很 奇怪 的 事情 发 生 : WR p 有 零点 21, 20,---,2n, E p(z) £0, 51% 14.11 告诉 我 
们 , f 的 Julia 集 是 每 一 零点 的 吸引 域 的 边界 , 即 


(14.15) 


J(f) = Alz) = ++» = 0A(zn). 


14.5 解 儿 项 式 万 程 的 牛顿 法 215 


一 个 在 任何 吸引 区 域 的 边界 上 的 点 也 一 定 在 所 有 吸引 区 域 的 边界 上 ; 因为 7(f) 是 
不 可 数 的 , 所 以 有 很 多 这 样 的 多 重 边界 点 . 下 面试 图 找到 三 个 或 更 多 个 具有 这 种 性 
质 的 不 交集 , 这 将 使 读者 相信 它们 确实 是 非常 复杂 的 . 

让 我 们 来 看 一 个 特殊 的 例子 . 三 次 多 项 式 


p(z) = z°-1 


有 三 个 零点 1, e2r/3, ei4r/3, 相应 的 牛顿 函数 是 
3 
f=. 
变换 p(z) = ze 是 绕 原 点 转动 120° 的 一 个 旋转 .容易 验证 f(p(z)) = (f(z), 
Hd, p 是 f MASH. 可 见 对 这 三 个 零点 , 绕 原点 120。 的 旋转 都 把 任 
T w 的 相应 的 A(w) 映射 到 Alwe?) E, 所 以 Julia 集 包含 关于 原点 对 称 的 三 部 
分 .( 当 然 , 这 些 对 称 可 以 指望 从 p 的 三 个 零点 的 对 称 位 置 得 到 .) 若 z 是 实 的 , 则 对 
所 有 k, 广 (z) 仍然 是 实 的 , 而 由 简单 的 论证 可 知 除去 可 数 个 实数 z Hh, fEl) 收敛 
于 1. 所 以 A) 包含 除去 可 数 个 点 的 实 轴 , 由 对 称 性 , 4(ei2r/3) 和 Alei) 分 别 包 
含 除 去 可 数 个 点 以 外 的 通过 原点 且 与 实 轴 成 各 120。 和 240。 的 直线 . 已 经 知道 每 个 
A(w) 包含 一 个 环绕 w 的 开 区 域 , 在 任 一 个 A(w) 边界 上 的 任何 点 都 在 所 有 三 个 边 
FE, 而 且 有 不 可 数 个 这 样 的 “三 重点 ”. 很 多 人 都 想 要 亲眼 目睹 一 下 由 计算 机 制图 
来 解决 的 这 似乎 是 矛盾 的 情形 ( 见 图 14.10). 


图 14.10 Xf p(z) = 2° 一 1 的 牛顿 法 .(a) 中 给 出 了 牛顿 函数 f(z) = (2z3 + 1)/32? 的 Julia $, 
(b) 中 的 款 影 部 分 表示 零点 z = 1 的 吸引 域 
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图 14.10(b) 的 黑 影 部 分 是 区 域 A(1), 注意 到 其 他 两 个 零点 的 吸引 域 分 别 由 A(1) 
旋转 120° 和 240° 得 到 , 并 以 自然 的 方式 构成 馈 嵌 的 图 片 . 图 14.10(a) 表示 的 是 Julia 
集 的 三 个 吸引 区 域 的 边界 , 它 由 从 原点 出 发 的 三 个 “ 链 " 组 成 ; 这 些 分 形 链 有 精细 结 
构 ， 任 意 接近 JO) 的 每 一 点 的 结构 , 都 是 A(w) 的 六 个 分 支 相交 于 一 点 在 原点 处 
的 图 形 “轻微 变形 ”的 拷贝 ， 这 证 实 了 推论 14.8(b)( 对 有 理 函 数 也 成 立 ); JU) 是 
Ú O 的 闭 包 , 且 如 果 z 在 Cf) 中 , 则 存在 任意 接近 z 的 一 点 w 及 一 个 整数 


k, 使 上 产 (w)=0. 但 FE 是 局 部 保 形 映射 ,所 以 局 部 逆 (上 产 ) 一 将 0 的 邻 域 映射 到 w 的 
“几乎 相似 ”的 邻 域 , Julia R J(f) 表现 出 了 拟 目 相似 性 . 

当然 这 只 是 个 初步 . 对 3 阶 或 更 高 阶 的 其 他 多 项 式 , 以 及 其 他 解 术 函数 , 它们 
的 零点 的 吸引 域 可 以 用 理论 和 计算 机 制图 结合 的 方法 来 进行 研究 , 这 就 产生 了 大 量 
具有 非常 复杂 结构 , 这 些 结构 可 能 引出 令 人 好 奇 的 数学 问题 

在 这 一 章 里 , 讨论 了 一 个 复杂 而 又 诱 人 的 数学 领域 , 在 这 其 中 分 形 是 主要 的 研 
究 对 象 ; 在 这 个 研究 领域 里 , 计算 机 试验 经 常 创 造 出 一 些 适 合 数学 理论 发 展 的 方法 . 
各 种 变化 是 无 穷 无 尽 的 , 我 们 可 以 研究 更 高 阶 多 项 式 和 其 他 解析 函数 如 exp(z) 的 
Julia 集 以 及 平面 上 的 非 解析 变换 的 不 变 集 . 随 着 高 质量 的 计算 机 图 片 的 问世 , 这 些 
思想 成 为 许多 计算 机 艺术 的 基础 ; 简单 形式 的 单 值 范 数 可 以 导致 非常 复杂 但 很 规则 
的 图 形 , 这 些 图 形 经 党 是 很 美的 , 有 的 简直 是 不 可 思议 的 . 


14.6 ” 注 记 和 参考 文献 


Julia(1918) 和 Fatou(1919) JÈ T RÆ ROERE IEEE. 许多 年 来 这 
Sete, 直到 计算 机 制图 学 的 充分 发 展 揭示 了 Julia 集 的 复杂 结构 . AUT, 
这 门 学 科 成 为 热门 , 在 计算 机 上 绘制 Julia 集 和 Mandelbrot 集 几 乎 成 了 狂热 , 可 能 
因为 它 给 设计 程序 的 人 以 创造 性 的 灵感 , 同时 这 门 学 科 的 数学 理论 也 取得 了 相当 可 
观 的 进展 . 

基本 的 复 变 函数 论 介 绍 参见 Ahlofrs(1979). Peitgen and Richter(1986), Becker 
and Dérfler(1989), Peitgen, Jürgens and Saupe(1992) 提供 了 关于 复 迭 代 的 详细 论 
述 . 其 他 关于 复 动 力学 的 论述 包括 Blanchard(1984), Saupe(1987), Devaney(1989), 
Beardon(1991), Carleson and Gamelin(1993), McMullen(1994), 以 及 Milnor(1999). 
Mandelbrot(1980) 引入 了 以 其 名 字 命 名 的 集 , 基本 定理 14.14 由 Brolin(1965) 给 出 . 
Tan(2000) 收集 和 整理 了 关于 Mandelbrot 集 的 有 关 文 献 . 

I (fe) 的 维 数 公 式 (14.9) 归于 Ruelle(1982). Collet, Dobbertin and Moussa(1992), 
以 及 Abenda, Moussa and Osbaldestin(1999) 对 此 进行 了 推广 . 拟 圆 周 维 数 的 详细 
特征 参见 Falconer and Marsh(1989). Peitgen and Richter(1986), Peitgen, Saupe and 
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Von Haeseler(1984), 以 及 Curry, Garnett and Sullivan(1983) 讨论 了 与 牛顿 法 有 关 的 
分 形 . 


练 习 


以 下 练习 中 , 令 fe(z) = 2* +e. 

14.1 WEAR: TSR F(A. WAMLA) 是 不 可 数 的 .( 提 示 : 构造 EA 
部 的 一 个 “类 康 托 尔 ” 和 集 ). 推出 对 所 有 的 c J (fe) 是 不 可 数 的 . 

14.2 描绘 f(z) = 27 4+424+2 的 Julia 集 .( 提 示 : S z2 =z 十 2) 

14.3 令 f(z) = 2° 十 2iz 十 b, 通 过 考虑 映射 h(z) = zz 十 i, 证 明 : f 的 Julia 和 集 是 连通 的 
4AM b+1+i1E M. 

14.4 令 |c| < 1/4. 证 明 : 如 果 |z| < 1/2, W [fe(2)| < 1/2; 推出 B(O, 1/4) C K(fe). 并 
进一步 证 明 : 如 果 |z| > 2, W | fe(z)| > 3lz|/2; 再 推出 K(f-) C B(O,2). 关于 J (fe) 的 位 置 
我 们 可 以 看 出 什么 ? 

14.5 4 f(z) = z* 一 2, 找 出 了 的 一 个 排斥 不 动 点 应 用 推论 14.8 推 证 出 J (f) 是 实 
区 间 [一 2, 2] 的 一 个 子 集 ; 应 用 定理 14.14 证 明 这 个 J (f) 是 连通 的 , FF A EAE A] [一 2, 2]. 
14.6 证 明 : Julia 集 J (fe) 关于 原点 对 称 (BI ze J(f-), SHAA ~z € J(fe)). 

14.7 证 明 : WMR c 是 实数 且 c > 1/4, 则 对 所 有 的 实数 z, z é J(fe); 利用 练习 14.6 的 
结果 推 证 出 , 如 果 c > 1/4, W J(f-) 不 连通 , 因此 cé M. 

14.8 证明: 如果 c 为 非 实数 , |c| < 1/4, H w = (14+ (1—4c)7/?)/2 Æ f(z) = 2? +e 
的 斥 性 不 动 点 , 则 fo(w) 不 是 实数 . 由 此 证 明 出 由 Julia 集 J (fe) FE RO fe A RHE we 点 
不 能 有 切线 , A HR AS A, AY Pe TL. 

14.9 证 明 : 如 果 |c| < 1/4, |z| < 1/2, W |fe(z)| < 1/2; 并 证 明 B(O,1/4) c M. 

14.10 证 明 ; 如 果 |c+1| < 1/20, |z| < 1/10, W |fe(fe(z))| < 1/10; 并 证 明 B(-1, 1/20) 
CM. 

14.11 证 明 : MR «> 0, E |z| > max(2 + e, jej), W | fe(z)| > 1z|(1 +e). 并 证 明 : 如 
E |e > 2, Mc¢ M. 

14.12 利用 练习 14.11 WEH: M = {c :存在 整数 k, 使 |fe (0)| > 2}. 

14.13 证 明 若 |c| < 1, 则 f(z) = 2° +32 的 Julia 集 为 简单 闭 曲 线 . 

14.14 当 |c| 很 大 时 , 估计 f(z) = 2° +c 的 Julia MHS RAR. 

14.15 证 明 当 c 落 在 由 = = Le” (1 _ 5e”) (0 < 9 < 2m) 确定 的 Mandelbrot 集 的 主 
心 形 图 内 时 , fe 有 吸引 不 动 点 . 

14.16 证明: f2(z)—2= (22? —z4+0)(22424+e¢4+1). 并 证 明 : 只 要 le 十 H 直 < 1/4(M 
中 大 的 圆 盘 ), 则 f 有 周期 为 2 的 吸引 点 

14.17 WEH: 硅 包 为 fe WRS, 则 吸引 域 Alw) 一 定 包 含 点 c. (提示 : 说 明 否 
则 存在 一 个 包含 w 的 开 集 , 在 其 上 f kt E 能 够 唯一 定义 , 从 而 构成 一 正规 族 , 但 
这 是 不 可 能 的 , Aw 是 f° ”的 斥 性 不 动 点 .) 由 此 得 出 fc 至 多 有 一 个 吸引 不 动 点 ， 推广 上 
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述 结论 , 即 证 明 : zr w 为 任何 多 项 式 矿 的 吸引 不 动 点 , 则 存在 某 个 使 f'(z)=0 的 点 z, 使 得 
A(w) 包含 f(z). 

14.18 Kf 为 二 次 多 项 式 , 对 正 整 数 p, 应 用 练习 14.17 的 结论 到 f? E, WH f 至 多 
有 一 个 吸引 的 周期 轨道. | 

14.19 ABA A Julia 集 的 计算 机 程序 ( 见 14.3 节 末 ). 先 对 二 次 函数 进行 编写 ， 
然后 试验 对 其 他 的 多 项 式 和 有 理 函 数 , 最 后 考虑 如 exp(z) 等 的 其 他 函数 . 

14.20 ”应 用 计算 机 研究 在 牛顿 法 迭代 下 某 些 多 项 式 零 点 的 吸引 域 , 例如 p(z) = 2*-1 
BY p(z) = z? — z. 


第 15 章 随机 分 形 


在 本 书 中 所 见 到 的 很 多 分 形 构造 都 是 带 有 随机 性 的 模拟 的 . 例如 , 在 von Koch 
曲线 的 构造 过 程 中 , 在 适 代 中 每 次 是 去 掉 区 间 中 间 的 三 分 之 一 部 分 , 而 用 与 去 掉 部 
分 构成 等 边 三 角形 的 另外 两 条 边 来 代替 ; 但 如 果 改 用 掷 硬 币 的 方法 来 决定 新 的 部 分 
是 位 于 被 去 掉 部 分 的 “上 边 ”, 或 者 是 “下 边 ”, 经 过 若干 步 迭 代 之 后 , 可 以 得 到 一 个 
看 起 来 相当 不 规则 的 曲线 , 但 它 依 然 保留 了 von Koch 曲线 的 某 些 特征 ( 见 图 15.1). 


E 


0 


F 


图 15.1 “随机 von Koch 曲线 ”的 构造 . 每 一 步 都 由 掷 硬币 来 决定 被 去 掉 的 
线段 的 哪 一 边 放 和 置 新 的 一 对 线段 
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三 分 康 托 尔 集 的 构造 也 可 以 用 几 种 不 同 的 方法 随机 化 , 如 图 15.2 所 示 . 每 次 把 
线段 分 成 三 部 分 , 但 不 是 总 去 掉 中 间 的 一 段 ; 可 以 用 撕 骨 子 的 方法 来 决定 去 掉 哪 一 
部 分 . 另外 , 也 可 以 在 每 步 构造 中 随机 地 选择 区 间 的 长 度 , 所 以 在 第 大 步 , 可 得 到 2" 

个 不 同 长 度 的 区 间 , 最 终 得 到 一 个 看 起 来 很 不 规则 的 分 形 . 


D 


—_— 


Cy a mm Er 


+ 


be 
pmi 


L tat hd ert oS 


oy th ty ty th + 


db 


图 15.2 康 托 尔 集 的 两 种 随机 版 本 , 在 (a) F, 每 个 区 间 分 成 相等 的 三 部 分 , 随机 地 留 下 其 
中 的 某 些 部 分 . 在 (b) P, 每 个 区 间 被 具有 随机 长 度 的 两 个 子 区 间 来 代替 


然而 , 这 种 “随机 分 形 ” 就 没有 了 与 它们 相对 应 的 非 随机 分 形 的 自 相 似 性 ,但 和 它 
们 不 均匀 的 外 表 却 通常 与 自然 现象 (如 海岸 线 、 地 形 表 面 或 云彩 的 边界 ) 相当 接近 . 
的 确 , 随机 分 形 的 构造 是 很 多 给 人 以 深刻 印象 的 由 计算 机 绘制 的 风景 图 的 基础 . 

在 本 书 中 讨论 的 大 多 数 分 形 都 涉及 一 系列 的 渐 近 集 Ex, 每 个 Er 都 是 通过 对 
、 它 前 面 的 图 形 细 化 而 得 到 的 , 并 以 一 个 分 形 三 作为 极限 集 . 一 个 随机 分 形 , 既然 叫 
这 个 名 字 , 应 该 在 所 有 的 尺度 上 都 表现 随机 性 , 所 以 应 当 在 构造 过 程 中 的 每 一 步 都 
引进 随机 的 成 分 . 通过 把 随机 变化 的 大 小 与 尺度 联系 起 来 , 可 以 使 这 种 分 形 有 下 面 
意义 下 的 统计 自 相 似 性 (statistically self-similar): 即 把 它 的 某 一 小 部 分 放大 以 后 , 与 
原来 的 整体 具有 相同 的 统计 分 布 . 这 与 ( 非 随机 的 ) 目 相 似 集 是 类 似 的 ( 见 第 9 章 )， 
在 那里 放大 集合 的 一 小 部 分 , 可 以 得 到 与 整体 完全 一 样 的 集 . 

为 了 严格 地 描述 涉及 了 无 穷 多 次 随机 步骤 的 这 类 分 形 的 构造 , 必须 使 用 概率 论 
方面 的 语言 , 关于 概率 论 的 一 个 简短 的 介绍 已 在 1.4 市 给 出 . 


15.1 随机 康 托 尔 集 


下 面 详细 分 析 一 种 特殊 的 具有 统计 上 自 相 似 性 的 构造 : 在 迭代 中 , 除了 每 一 步 区 
闻 的 长 度 是 随机 的 外 , 它 类 似 于 一 般 三 分 康 托 尔 集 的 构造 . 这 种 分 析 可 推广 到 更 一 
般 的 随机 分 形 . 
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直观 地 , 考虑 一 个 构造 F = 由 Er 这 里 (0, IE > By 2 … 是 递减 的 闭 集 序 


列 , 同时 Er 是 2* 个 相互 不 交 的 闭 的 大 水 平 基 本 区 间 的 并 . 假设 每 个 水 平 基 本 区 
ll St (k 十 1) 水 平 区 间 赤 和 严 , 且 天 和 站 分 别 与 有 相同 的 左右 端点 ; 
每 个 区 间 的 长 度 是 随机 的 , 对 这 样 构造 的 每 个 基本 区 间 I, 要 求 M/H 具有 相互 独 
立 的 相同 的 概率 分 布 , 同时 也 对 rR 做 同样 的 要 求 , 由 此 就 加 进 了 统计 自 相 似 
FE. 这 个 “随机 康 托 尔 集 *F 就 是 统计 目 相 似 的 , 这 里 对 每 个 了 和 集 FF 门卫 的 分 布 与 下 
相同 , 但 比例 变化 由 因子 | 决定. 

用 概率 论 的 术语 来 描述 这 个 随机 构造 . 设 a,b 是 常数 , 且 0<asgsb<1/2. 设 QQ 
表示 满足 如 下 条 件 的 所 有 的 递减 的 集 序 列 组 成 的 集 类 [0,1] = Eo DE, D ED.. 
集 下 由 2* 个 不 交 的 闭 区 间 .i 构成 , 这 里 i; = 1 或 2(1 < 7 S kR 
15.3). Ex 的 区 间 .ss 包含 Fests 的 两 个 区 间 .i 和 iai A iain 的 
左 端点 和 Ji, NAR OM, fh. SARA Iii 的 右 并 点 一 致 . 记 
Ciir = Vi, sie | / Hasira |) 并 假设 对 所 有 的 谎 ,……,ix, 有 a S Ca, <b, F 
是 ,定义 随机 康 托 尔 集 F= f) Er 


0 1 


图 15.3 在 定理 15.1 FES) iT BY BEL EFC AR SS) Fe. 对 每 个 t1, me tk, 长 度 比 1 
Hiasi) 具有 相同 的 统计 分 布 ; 对 |.…ip,21/|Tii…ig| 是 类 似 的 


取 9 为 概率 样本 空间 , 并 假设 概率 测度 P 是 定义 在 OO 的 子 集 类 的 一 个 适当 大 
的 集 族 下 上 的 , 使 得 比值 Ci,,…i 是 一 个 随机 变量 . 通过 要 求 对 每 个 序列 1, «+ ik, 
Ciil I 0 = || 有 相同 的 概率 分 布 , 及 Cani 与 C2 = Hl 有 相同 的 概率 
分 布 , 就 在 这 个 构 知 上 加 进 了 需要 的 统计 上 月 相 似 性 . 对 每 个 序列 t1,--- te, 除了 不 要 
R Cain 和 Ci 2 是 独立 的 外 , 要 求 Ciri 是 独立 随机 变量 . 在 这 些 条 件 
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F, 能 够 证 明 dimy F 是 可 以 用 Car. 表示 的 随机 变量 . 
下 面 的 结果 是 定理 9.3 的 随机 版 本 . 
定理 15.1 以 概率 1 对 前 面 所 描述 的 随机 康 托 尔 集 F, 有 dimp F = s, 这 里 s 
是 下 面 期 望 方程 的 解 
E(C? + C3)=1. (15.1) 


* 证 明 ”容易 看 出 E(C +C) 对 s 是 连续 的 , 并 且 是 随 s 严格 递减 的 , 所 以 
(15.1) 有 了 唯一 解 . 

稍微 混用 一 下 记号 , W I E Ey EMKE I È En 的 一 个 &- 水 平 区 间 五 … 
对 这 样 的 区 间 I, 用 IL M Ir 分别 代表 Mi, M aiz; 对 所 有 j < kA 
列宁 ,… ,ij, E (XIF) 表示 随机 变量 X ERE Ca, 的 条 件 期 望 (直观 地 , 设想 
Eo,… ,Bk 已 经 构造 出 来 了 , 正在 分 析 以 后 将 要 发 生 的 情况 ). 

B lasteni 是 Ex 的 一 个 区 间 , 那么 由 于 同 分 布 的 特点 , 对 s>0 有 


E (Nii 十 Li, ste 2) Fr) 一 E(C}. tks l + Ci, jest 2) Lia st | 
= E(C? + C$) |B, - 


对 Ex 上 的 所 有 区 间作 和 , 得 


| >》 ma) = X |E (C} +03). (15.2) 
I€Ek+1 lek, 
由 此 得 到 无 条 件 的 期 望 满足 
E | ` rr) -2(¥ ne) E(C$ + C$). (15.3) 
FE ER+1 I€F, | 
如 果 s 是 (15.1) 的 解 , 方程 (15.2) 变 成 
°( >, ma) = 》 |I|. (15.4) 
I€Ek+ı TEE, 
PAAR HY ERE HG, A (15.4) 说 明 : 随机 变量 序列 
X= $ M (15.5) 
ICE, 


是 一 个 关于 Fr ARR 而 且 , 通过 一 些 常规 的 计算 (参见 练习 15.7), 可 以 证 明 , Xe 还 
是 个 均 方 有 界 (L?— AFR) BR: 即 对 任意 k, 存在 c > 0 使 得 E(X?) < c. 为 了 达到 证 
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明 的 目的 , 要 求 不 改 悉 概率 论 的 读 着 相信 的 关键 事实 是 : 在 这 种 情况 下 , 当 k> oo 
时 , Xk 以 概率 1 收 伍 到 满足 下 式 的 一 个 随机 变量 X: 


E(X) = E(Xo) = E(1°) = 1. 


特别 地 , 以 概率 1 有 0 < X < oo, 并 且 以 概率 g < 1 使 X=0. 但 是 X=0, 4AM 
当 随 者 k 一 co， ICE Ah 下 和 ICE, mn T? 都 收敛 到 0, XH A Io HE FL 的 
区 间 , 由 这 个 构造 的 目 相似 性 的 特点 可 知 , 这 种 情况 发 生 的 概率 是 g, 因此 有 gq=g”， 
所 以 q=0 . FE, 可 以 得 到 以 概率 1 有 0<X < oo 的 结 ; 特别 地 , 这 意味 着 , 以 概率 
1, 存在 (随机 ) 数 Mi 和 Mo 使 得 对 任意 的 上 有 


0< Mı <S Xk = 》 |I|? < M2 < o. (15.6) 
ICE, 


另外 , 对 任意 的 TE Ex, |I| < 2-* RA, 所 以 如 果 天 > 一 Po/n2, WA HE (F) < 
DICE, T? < Mo, BI HS (F) < Mo, FHV 1 FA dimy F Ss. 


下 面 应 用 4.3 APA A dima F 的 几乎 必然 的 下 界 , 为 此 , 引进 随机 集 
F 上 的 随机 质量 分 布 u: 设 s WEA (15.1), 对 于 TE Er, 设 AD 是 随机 变量 : 


uQ) = lim {Soils Je By AI cot. 


由 式 (15.5) 知道 这 个 极限 是 存在 的 , 且 以 概率 1 有 0 < wT) < œ. 进一步 , 如 果 
lek, 


E (u (D) | Fx) = MHI . (15.7) 


同时 , 如 果 了 Te En, 也 有 BU) = ut) + u(r), 所 以 , 对 任 一 上 ,4 Æ k 水 平 集 上 是 可 
加 的 , FEH. pw 是 支撑 包含 在 A Er = F 中 的 质量 分 布 ( 见 命题 1.7). (在 此 我 们 省 略 
了 与 4 的 定义 有 关 的 测度 论 的 问题 ) 

固定 0 < 上 < s, 并 估计 u 的 tt 能 的 期 前 . mE r, y c F, 有 一 个 最 大 的 整数 
使 得 z A y 属于 Ex 的 同一 个 水平 区 间 ; 用 r^y 表示 这 个 区 间 , 如 果 工 是 天 水 
平 区 间 , EA (k 十 1) 水 平 的 子 区 间 In 和 Ir 被 长 度 至 少 为 d| 的 间隔 所 分 开 , 这 
里 d= 1 一 2b. 于 是 


Ih, jc — y| “du(x)du(y) = 2 fa Ja lz — y|* du(x)du(y) 
< 2d |I| w(t) (Ir). 
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WF I © Ex, MHA (15.7) 


E ff jz — yl du (x) dn (y) Fen ) 


< 2d™* |I| * E (u (Iz) |Fr+1) E (u (In) |Fr+1) 
< 2d~* ||" [IL]? Hr]? < 2d |" 


应 用 式 (1.21) 的 变化 形式 , 就 得 到 了 -一个 无 条 件 期 望 的 不 等 式 ， 
E ( /ML dyu(c)du(v) ) < 2d-*E(|1/?*-*), 


对 属于 Ek WERKE 工 做 和 , 并 且 反 复 应 用 式 (15.3) 可 以 得 到 : 


E (5 / J sat Iz —y|* TOO < 2d ~E | >》 II pee) = 2d AF, 


Ick, 


其 中 入 =E(Cr + C38") < 1. WA 


e(f, I, je — yl d(x) w)) = 人 过 2, J J La 


k=0 ae 


< 2d * > A* < co, 
k=0 


PLA u W t EURE 1 是 有 限 的 , 正如 已 经 注意 到 的 , 以 概率 1 有 0 < pF) = 
4([0, 1]) < co, 再 由 定理 4.13(a) 便 知 dimy F > t. 口 

注意 到 定理 15.1 的 证 明 对 很 多 随机 模型 是 有 典型 意义 的 , 在 证 明 中 上 下 界 估 
计 的 关键 , 是 对 某 些 t, THRE ECD yep, LI"). 

这 个 定理 和 证 明 可 以 在 很 多 方向 上 推广 ， Ek 的 每 个 区 间 可 以 产生 Fp 中 的 随 
机 个 具有 随机 长 度 的 区 间 . 当然 , 这 个 构造 推广 到 R 上 时 , 区 间 的 不 同 子 区 间 之 间 
的 间隔 条 件 就 应 当 放 宽 , 只 要 满足 某 种 类 型 的 “ 开 集 条 件 ” 就 可 以 了 ( 见 式 (9.11)). 
下 面 例子 的 构造 是 9.2 节 讨 论 过 的 集 的 完全 随机 的 模拟 . 

设 V ÆR 的 一 个 开 子 集 , 它 的 闭 包 是 V, 假设 m > 2 是 一 个 整数 ,并 令 
0<b<1. 这里, 取 Q EWER V = Eo D E DED: 的 闭 集 的 递减 序列 组 成 
HRK: 集 Ek fe m SAS Vai 的 并 集 , AE i = 1,---,-m(1 <j <k), 并且 
Vae 或 者 与 V 相似 或 者 是 空 集 . 

假设 对 每 个 和 大 Vi, 包含 Vi, Ql Si < m) 并 且 这 些 集 是 
不 交 的 ; PEE, 这 等 价 于 开 集 条 件 ， 如 果 Vasi 是 非 空 的 , 我 们 记 Ci, = 
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上 :| 为 构造 过 程 中 序列 集 之 同 的 相似 比 : 如 果 Viie 是 空 集 , 则 取 
Cite = 0; 定义 随机 上 自 相 似 集 下 = N Ex. 


it P 是 定义 在 0 的 子 集 族 上 的 概率 测度 使 得 Ca, 是 随机 变量 . 假设 给 
E Cari > 0, 也 就 是 给 定 Vai 是 非 空 的 , 再 假定 对 于 每 个 序列 i,e 和 对 
L<icm, Cuiipsi 与 Ci 是 具有 相同 的 分 布 . 除了 对 每 个 序列 和 … ,处 不 要 求 随 
机 变量 Carit Cih, irm 相互 独立 外 , 假设 Ci, ir 是 独立 的 ; 这 就 在 Q 内 的 
构造 上 定义 了 一 个 自 相似 的 概率 分 布 . 用 N 表示 OQ1,…, Ce 中 正 数 的 (随机 ) 个 数 ， 
也 即 Vi,…:, Vi 为 非 空 的 集合 的 个 数 . 

定理 15.2 ”上面 所 描述 的 随机 集 下 为 空 集 的 概率 是 q, 这 里 +1 二 9g 是 下 面 的 
多 项 式 方程 的 最 小 非 负 根 . 


f(t) = SP(N = j) =t. (15.8) 
j=0 
集 FNSEA PERRE 1 - 9 由 下 面 方程 的 解 给 出 
E È cs) =1. (15.9) 
j=0 


* 证 明 注 记 ”基本 上 , 这 是 定理 15.1 的 概率 讨论 与 定理 9.3 的 几何 讨论 的 结 
合 . 注意 到 , 如 果 有 一 个 正 的 概率 使 N = 0, 那么 就 有 一 个 正 的 概率 使 得 El = 2, 因 
KRE PF =o. 4 Ei 的 每 个 基本 和 集 消 失 时 , 这 个 “消失 ”也 就 发 生 了 . 由 这 个 过 程 
的 自 相 似 性 , 这 种 情况 发 生 的 概率 go 等 于 f (qo), 所 以 go = f (go). 如 果 q Ef 
最 小 非 负 根 , 那么 应 用 f 是 递增 的 , 一 个 递 推 的 讨论 表明 P(Ex = Ø) = f(P(Ex-1 = 
2)) < f(g) = q 对 所 有 成 江 , 所 以 go < q, 这 样 go = q. 

容易 看 出 , 为 空 集 的 概率 是 0, 也 即 g = 0 的 充分 必要 条 件 是 以 概率 1, N > 1; 
同时 也 不 难 证 明 FF 以 概率 1 是 空 集 , 也 就 是 gq = 1 的 充分 必要 条 件 是 E(N) <1 或 
E(N)=1 且 P(N=1)<1.( 这 些 消失 概率 与 分 校 过 程 理论 有 很 密切 的 联系 ) O 

例 15.3 ”随机 von Koch 曲线 

设 随 机 变量 C 服从 区 间 (0, 1/3) 上 的 均匀 分 布 , 设 Bo 是 及 ”上 的 单位 直线 段 ， 
通过 在 Eo 的 中 间 去 掉 长 度 为 C 的 线段 ,而 代 之 以 由 去 掉 的 线段 为 一 边 的 等 边 三 角 
形 的 另外 两 边 来 形成 FL, 在 E 的 4 条 线段 的 每 一 条 上 重复 上 述 的 过 程 , 并 按 这 种 
方法 独立 地 、 持 续 地 做 下 去 , 最 终 得 到 一 条 极限 曲线 F. 那么 可 以 得 到 结论 : 以 概 
È 1 A dimy F = dimg F = 1.144- 

计算 ”这 是 定理 15.2 的 一 种 特殊 情况 . 集 V 可 以 认为 是 底 边 在 Eo 上 , 高 为 
V3/6 的 等 腰 三 角形 , 在 每 一 步 ,长 为 上 的 线段 由 长 为 (1~C)L/2,CL,CL,(1-C)L/2 
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的 四 条 线段 来 代替 , 所 以 有 m=4 Ñ Ci = C4 = (1 — C)/2, 还 有 Co = C3 = C. 因为 
C 服从 (0,1/3) 上 的 均匀 分 布 , 表达 式 (15.9) 变 成 为 


(sa-0) +20) = sa[(Ga-oy +e] a 


Mst+t1=12x I Ct _6 x 3-(st+) 


经 计算 , 可 以 得 到 所 指出 的 维 数 . 1 


15.2 分 形 渗 流 


随机 分 形 可 能 有 复杂 的 拓扑 结构 ,比如 它 可 能 是 高 度 连通 的 . 下 面 考虑 一 个 具 
有 统计 日 相似 结构 的 拓扑 状况 , 这 个 结构 称 为 “分形 渗 流 ". 特别 地 , 这 显示 了 一 种 
“HABE” WAR: 结构 的 参数 在 连续 变化 中 递增 地 经 过 某 个 临界 值 时 , 拓扑 结构 发 生 
TR. 

BEX p 满足 0 <p < 1, 把 一 个 单位 正方 形 Eo 按照 简单 的 方法 等 分 成 为 9 个 
边 长 为 1/3 的 正方 形 ; 按照 下 面 的 方法 从 这 些 正 方形 中 选 出 一 部 分 子 集 来 组 成 忆 1: 
每 个 正方 形 以 独立 的 概率 p 被 选中 ; 类 似 地 , Ei 的 每 个 正方 形 被 分 成 9 个 边 长 为 
1/9 的 正方 形 , 并 且 它 们 中 的 每 一 个 也 以 独立 的 概率 p 被 选 为 Bo 的 正方 形 ; 按 这 种 
方法 继续 下 去 , 得 到 Ey 是 由 一 些 边 长 为 3* 的 水 平 正方 形 组 成 的 随机 集 类 . 依 
赖 于 参数 p 的 这 个 过 程 定义 了 一 个 随机 分 形 Fp = A Fx( 见 图 15.4 和 图 15.5). (不 


难 用 严格 的 概率 术语 来 描述 这 个 构造 ; 例如 ， 取 所 有 可 能 的 Ex 中 正方 形 的 网 序列 


做 为 样本 空间 
L'ESIN 


图 15.4 15.2 市 中 讨论 的 随机 分 形 在 p=0.6 时 的 构造 步骤 , 得 到 的 分 形 如 图 15.5(a) 所 示 


命题 15.4 AR p, 设 t= 二 p 是 下 面 方 程 的 最 小 正解 


t 一 (zt 十 1 一 D)9， 


则 Fp 以 概率 q 是 空 集 . 如 果 了 入 1/9 则 q=1, 如 果 1/9<p<1, 则 0<g<1l1 并 且 
ma 1—q 有 dimy F, = dimg Fp = n 9p/ln 3. 
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X Le 


(a) 
图 15.5 通过 在 15.2 节 所 讨论 的 渗流 过 程 来 实现 的 随机 分 形 , 其 中 (a) p=0.6, (b) p=0.8 


证 明 i N EE, 中 的 正方 形 (随机 ) TH, 那么 P(N = j) = | , jz = 


p)9-7, 这 里 | i ) = yj 是 二 项 式 系数 , 所 以 由 式 (15.8) 知 , Fy = 9 的 概率 
是 下 面 方程 的 最 小 正 根 


9 
t= 2, | ra -pe = (pt +1 — p)’. 


j=0 


由 于 Bi 中 的 每 个 正方 形 的 边 长 都 是 1/3, 所 以 式 (15.9) 变 成 
N N 
= X c) -r Pa L pm) = 3-9 
j=0 J=0 


( 边 长 为 1/3 的 9 个 正方 形 中 的 每 一 个 都 以 概率 p 被 选中 , 所 以 选中 的 数目 的 期 望 
fe Op), 于 是 由 定理 15.2, Æ Fp 是 非 空 的 条 件 下 , Fp 的 几乎 必然 的 维 数 是 In9p/In3. 
LJ 

下 面 简 短 地 讨论 一 下 当 p 从 0 增加 到 1 时 , 随机 集 到 状态 变化 的 情况 : 我 们 

已 经 注意 到 了 , 如 果 0 < p < 1/9, Fp 几乎 必然 是 空 的 ; WIR 1/9 < p < 1/3, 以 概率 
1, 则 或 者 = Ø, 或 者 dimy Fp = n9p/In3 < 1, 所 以 由 命题 2.5 知 ,是 全 不 连通 
的 . 在 另 一 种 极端 情形 , 如 果 p 接近 1, 在 这 个 构造 过 程 中 的 每 一 步 有 如 此 高 比例 的 
正方 形 被 保留 下 来 , 似乎 有 理由 认为 Fp 仍然 接 通 正 方形 Eo 的 左 端 和 右 端 ; 当 这 种 
情况 发 生 时 , 就 说 两 边 之 间 的 渗流 (percolation) 发 生 了 . 将 要 证 明 的 是 当 P 非常 接 
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近 于 1 时 , 这 种 渗流 的 情况 至 少 会 发 生 ; 但 只 得 到 似乎 很 可 笑 的 下 界 0.999, 这 个 数 
值 肯定 是 可 以 大 大 减 小 的 . 

命题 15.5 ”如 果 0.999< p< 1, 则 有 一 个 正 的 概率 (事实 上 大 于 0.999) 使 得 随 
机 分 形 Fp £4 Eo 49 È 3a Fo HH. 

* 证 明 ”这 个 证 明 依赖 于 下 面 的 观察 , 如 果 A I 是 Ex 中 邻接 的 正方 形 , 并 
是 五 和 五 都 包含 8 个 或 9 个 Erni 中 的 子 正方 形 , 那么 就 至 少 有 五 中 的 一 个 子 正 
方形 与 h 中 的 一 个 子 正方 形 是 相连 的 , 通过 A I 中 的 Ekr 的 正方 形 就 形成 了 
一 个 连通 的 整体 . 

称 E 中 的 某 个 正方 形 是 充满 的 (full), 如 果 它 包含 Er 中 的 8 个 或 9 个 正方 
形 ; 称 Ex 中 的 某 个 正方 形 是 2 充满 的 (2- full), 如 果 它 包含 Erti 中 的 8 或 9 个 充满 
的 正方 形 ; 类 似 地 , 称 Ex 中 的 某 个 正方 形 是 m 充 满 的 (m-full), 如 果 它 包含 Lays 中 
的 8 或 9 个 (m 一 1) 元 满 的 正方 形 . 由 上 所 述 , 如 果 Eo 是 m 充满 的 , BBA Eo 的 对 
JO Em 中 相连 的 正方 形 序列 连接 到 了 一 起 . 

正方 形 Eo 是 m 充满 的 (m > 1), 如 果 下 列 三 个 条 件 之 一 成 立 : 

(a) Bi 包含 9 个 全 是 (m — 1) 充满 的 正方 形 ; 

(b) Ey 包含 9 个 正方 形 , 其 中 8 个 是 (m 一 1) 充满 的 ; 

(c) Ey 包含 8 个 全 是 (m - 1) 充满 的 正方 形 . 

这 样 , 如 果 pm 是 Eo 为 m 充满 的 概率 , 利用 式 (1.16) 把 这 三 种 可 能 的 概率 相 加 起 
来 , 并 利用 这 个 过 程 的 目 相 似 性 , 如 果 m zz 2, 则 可 以 得 到 


Pm = Dp p_i 十 p9p% (1 一 Dm-—1) + 9p (1 一 D)pn，1 
= 9p8p8，; — 8p8p8，， (15.10) 


进一步 , 有 pi = p + 9p*(1 — p) = 9° — 8p°, 所 以 , 对 任意 m > 1, 存在 一 个 由 
pm = f(pm-1) 定义 的 离散 动力 系统 , 这 里 po=1 H 


f(t) = 9p°t®? — 8p%t?. (15.11) 
假设 p=0.999, 那么 式 (15.11) Æ 
f(t) = 8.928 251 5t® — 7.928 287 4t? 


ART FAY Al to=0.999 961 3 是 了 的 一 个 不 动 点 ; 4 to <t <1, RAEI AE 
0 < f(t)—to < 5 (¢— to) 的 意义 下 是 稳定 的 . 由 此 可 知 , pm 是 递减 的 并 且 当 m 一 oo 
时 收敛 到 to, 所 以 存在 一 个 概率 如 > 0, 使 得 Eo 对 所 有 的 m 都 是 m 充满 的 . 当 这 
种 情况 发 生 时 , 对 每 个 m, Eo 的 相对 两 条 边 , 由 Em 中 的 正方 形 序 列 连 接 在 一 起 , 所 
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以 交集 F=f) Ey 连接 了 Eo 的 相对 两 条 边 .于 是 , 如 果 p=0.999, 有 一 个 使 渗流 发 


生 的 正 概率 , 因此 对 更 大 的 p 值 更 是 如 此 . 口 

已 经 了 解 到 , 如 果 0 < p< 1/3, VR 1, Fp 是 空 的 或 全 不 连通 的 . 另 一 方面 ， 
如 果 p > 0.999, 那么 有 很 高 的 渗流 概率 . 下 一 个 定理 指出 , 对 p 的 每 个 值 , 只 能 出 现 
上 述 情 形 中 的 一 种 . 

定理 15.6 有 一 个 满足 0.333 < pe < 0.999 的 临界 数 pe, 使 得 如 果 0 < p< Do, 
RF, 以 概率 1 是 全 不 连通 的 , 但 如 果 pc <p <1 则 有 一 个 正 的 概率 使 得 把 Eo 
AY A 3% Fo Ar tik ZEAL. 

证 明和 思想 ”假设 p EE Fp 有 正 的 概率 不 是 全 不 连通 的 . BAP 中 的 某 两 个 不 
同 的 点 , 也 有 正 的 概率 通过 F 中 的 路 径 连 接 起 来 . 这 意味 着 对 某 个 k, 有 一 个 正 的 
概率 使 得 这 个 路 径 穿 过 Ek 的 正方 形 相 对 的 两 边 ; 由 这 个 构造 的 统计 目 相 似 的 特点 ， 
也 有 一 个 正 的 概率 使 的 左边 和 右边 通过 一 路 径 连 接 在 一 起 . 显然 , 如 果 Fp 以 概 
率 1 是 全 不 连通 的 , 那么 如 果 p <p, Fp 也 同样 以 概率 1 是 全 不 连通 的 ; 于 是 使 得 
F, 是 全 不 连通 的 那个 临界 概率 pe 是 这 些 p 值 的 上 确 界 , 也 就 是 定理 已 经 得 证 ， 口 

实验 的 结果 表明 , 0.7 < pe < 0.8. 

随 着 p 值 的 增加 在 超过 pc 时 表现 出 来 的 到 的 形式 的 变化 甚至 比 定理 15.6 指 
出 的 更 具有 戏剧 性 . 设 F 是 通过 在 整个 平面 上 铺 瓦 似 的 平 铺 三 的 相互 独立 的 随 
机 样本 而 得 到 的 随机 集 ， 如 果 p < pc 那么 F 几乎 必然 是 全 不 连通 的 . 然而 , 如 果 
p > Pe, 那么 以 概率 1, Fp 有 一 个 单独 的 无 界 的 连通 部 分 . 这 样 当 p 增加 通过 pe 时 ， 
F, 的 孤立 点 突然 合并 形成 基本 上 是 一 个 整体 的 部 分 时 , RET A”. 这 个 证 明 
的 思想 是 , 如 果 p> pe, 那么 F 在 两 个 不 交 的 单位 半径 的 贺 盘 中 的 给 定 部 分 , 就 有 
一 个 正 的 概率 使 得 它们 可 以 通过 F 中 的 路 径 连 接 起 来 . 在 F 的 一 个 无 界 的 部 分 
A, 有 无 穷 多 个 这 样 的 圆 盘 , 所 以 如 果 F 有 两 个 无 界 的 部 分 , 那么 , 以 概率 1 它们 
能 被 连接 在 一 起 . 


15.3 ” 注 记 和 参考 文献 


在 15.1 节 上 典型 讨论 的 各 种 类 型 的 随机 分 形 构造 由 Mandelbrot(1974,1982), Ka- 
hane(1974), Peyriere(1974), Falconer(1986b), Mauldin and Williams(1986a), 
Graf(1987), Graf, Mauldin and Williams(1988), Olsen(1994) 以 及 Hutchchinson and 
Riischendorf(2000) 等 给 出 . 

Mandelbrot(1972) 给 出 了 一 个 通过 随机 删除 而 得 到 的 一 个 有 趣 的 分 形 构造 ; 该 
内 容 同 时 可 以 参见 Kahane(1985), Zahle(1984) 和 Falconer(1997). 关于 概率 在 分 形 
中 的 其 他 应 用 , 见 Stoyan and Stoyan (1994) 以 及 Falconer(1997). 
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Mandelbrot(1974) 提出 了 分 形 渗 流 模 型 ，Chayes, Chayes and Durrett(1988) 详 
细 地 分 析 了 相 变 ; Dekking and Meester(1990) 重点 讨论 了 模型 的 其 他 相 变 . 
Chayes(1995) 给 出 了 关于 分 形 渗 流 及 其 推广 的 清晰 论述 . 

已 经 有 很 多 关于 “离散 的 ”渗流 的 文章 , 其 中 点 是 从 大 正方 形 网 中 随机 地 选 出 
Hy (UL Kesten(1982) 和 Grimmett(1987)), 并 且 这 种 情形 与 分 形 情况 之 间 有 很 多 平 
行 的 结果 . 


oOo 


15.1 AFR TAE ROL RRIC A RASI EURER ERER: 在 每 一 步 的 构 
造 过 程 中 , 以 1/2 的 概率 去 掉 每 段 区 间 中 间 1/3 的 部 分 ; 以 1/2 的 概率 去 掉 每 段 区 间 中 间 
2/3 的 部 分 . 

15.2 考虑 如 下 的 随机 von Koch 曲线 的 构造 . 从 一 单位 长 度 的 线段 开始 , 用 (向 上 的 ) 
等 边 三 角形 的 另 两 边 来 代替 它 ; 以 1/2 的 概率 去 掉 中 间 1/3 的 部 分 . 按 着 通常 的 方法 , 我 们 
在 余下 的 每 条 线段 上 重复 这 个 过 程 . 证 明 : 这 个 随机 分 形 的 之 斯 多 夫 维 数 以 概率 1 为 1. 

15.3 证 明 图 15.1 所 描绘 的 随机 von Koch HAAR RRA RM SRAM s=ln4/in3, 并 
且 是 一 个 s 集 .( 这 不 是 典型 的 随机 构造 .) 

15.4 设 0<p<1. 可 以 通过 下 面 的 方法 来 随机 化 Sierpiński 执 的 构造 ( 见 图 0.3), 在 
每 一 步 中 , 以 概率 p 独立 地 选择 三 个 被 留 下 来 的 等 边 二 角形 的 每 一 个 . (这 样 , 我 们 就 有 了 一 
个 基于 Sierpitiski 热 的 渗流 过 程 .) 证 明 : WR p <2/3, 那么 极限 集 已 以 概率 1 是 空 的 ; 但 是 
如 果 2/3< p <1, 那么 F 以 一 个 正 的 概率 是 非 空 的 . 找 出 这 个 概率 的 一 个 表达 式 , 并 证 明 : 
如 果 给 定 F EIZH, 那么 以 概率 1, 有 dimy F = In3p/in2. 

15.5 ”对 于 练习 15.4 刻 划 的 随机 sierpiiiski #4, WEAR: 对 任意 p <1, F 以 概率 1 是 全 
不 连通 的 .( 如 果 两 个 三 角形 在 顶点 连接 , 就 认为 它们 是 相连 的 .) 

15.6 考虑 定理 15.1 分 析 过 的 随机 康 托 尔 集 . 用 Hi (F) 表示 式 (2.1) F F HERB 
盖 和 的 下 确 界 , 证 明 : 


Hoo (F) = min {1, Ha (FD) + He (FNT2)} 


这 里 s 是 式 (15.1) 的 解 . 应 用 统计 上 自 相 似 性 推导 出 : 除非 P(C + C3 = 1) =1, 否则 几乎 必 
然 地 有 HS, (F) = 0. Bl He (F) = 0. 

15.7 证 明 : 由 式 (15.5) 给 出 的 拷 Xi 是 L* 有 界 的 , 即 存在 数 m, 使 得 对 任意 k, 有 
E(X%) S m. (提示: X} y = E(CY + 03°) < 1 和 常数 a, 证明 E(X | 大) < XZ + ay", 然 
后 取 无 条 件 期 望 ). 

15.8 考虑 一 个 分 形 渗流 模型 , BF 的 构造 是 以 概率 p 选择 保留 下 的 正方 形 得 到 的 ， 
其 中 pe < p < 1. 证 明 以 概率 1, 或 者 = oO, RHP 包含 无 穷 多 个 非 平凡 的 连通 部 分 (GE 
平凡 的 连通 部 分 意味 着 至 少 包 含 两 个 不 同 的 点 ). 
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1827 年 , 植物 学 家 布 朋 发 现 巧 浮 在 液体 里 的 微小 颗粒 沿 非 常 不 规则 的 轨道 运 
动 . 这 与 空气 中 烟 侍 微粒 的 类 似 现象 最 终 都 被 解释 为 微粒 间 的 分 子 碰撞 的 结果 . 爱 
因 斯 坦 发 表 了 关于 这 种 运动 的 数学 研究 成 果 , 这 最 终 导 致 了 使 Perrin 获得 诺 贝 尔 奖 
的 阿 伏 加 得 罗 数 的 计算 . 

1923 年 , Wiener 提出 了 一 个 严格 的 数学 模型 , 它 所 描述 的 轨道 与 布 庆 运动 中 所 
观察 到 的 类 似 . 在 3 维 空间 中 , 这 个 “Wiener 过 程 ”所 描述 的 轨道 是 如 此 不 规则 , 以 
致 它 具 有 等 于 2 HR SRAEM. 这 是 一 个 具有 分 形 外 和 貌 的 自然 现象 的 很 好 例子 ， 
并 且 这 个 分 形 外 貌 是 可 以 用 简单 的 数学 模型 来 解释 的 . 

一 条 轨道 可 由 函数 f : R 一 R” 来 描述 , 这 里 f(t) 是 在 时 刻 t 时 粒子 的 位 
置 . 可 从 两 种 不 同 的 观点 来 研究 f. 其 一 , 认为 轨道 (trail) 或 轨迹 (image)f (lti,t2]) = 
{JŒ : ti <t<t} AR 的 子 集 ,t 仅 被 当 作 参数 ; 其 二 , WA f 的 图 (graph) graph 
f={(t, ff) :ttg<to} CR" 为 了 随时 间 变 化 的 一 个 记录 . 一 般 地 , 布衣 运动 
轨道 和 它 的 图 都 是 分 形 . 

在 这 一 章 里 , 研究 的 目的 是 在 函数 空间 上 和 定义 一 个 概率 测度 , 使 可 能 发 生 的 轨 
道 类 似 于 所 观察 到 的 布 朋 运动 . 下 面 首先 从 研究 经 典 布衣 运动 的 分 形 结构 开始 , 然 
后 考察 一 些 变 量 , 它们 已 经 被 用 来 作为 许多 目 然 现 象 的 模型 , 如 聚合 物 链 、 股 市 的 
价格 以 及 拓扑 曲面 等 . 


16.1 f BA iZ Z) 


首先 定义 1 AER Be), 然后 把 定义 推广 到 高 维 情形 . 

为 了 引出 定义 , 首先 考虑 在 实 直线 上 作 随 机 游 动 的 粒子 . 假设 在 很 小 的 时 间 间 
Ra 7 内 , 粒子 随机 地 向 左 或 向 右 运 动 一 个 小 距离 6( 这 可 能 是 一 维 情 形 中 粒子 在 随 
Olah Fw FREE). 用 X7(t) 表示 粒子 在 时 间 t 的 位 置 . 如 在 时 刻 kr, 粒子 
的 位 置 为 Xr(kr), W Xr((E 十 1)7) 可 能 为 Xr(kpr) 十 5 或 Xr(kT) — 6. 设 在 时 刻 0, 
粒子 从 原点 开始 运动 , 则 对 t >0, 在 时 刻 t 粒子 的 位 置 由 随机 变量 


Xr(t) = 6(¥%1 + Yeyn)) 


所 描述 , 其 中 Yi, Yo,--- 为 独立 随机 变量 序列 , 并 且 每 个 都 以 概率 1/2 等 于 1, 以 概 
率 1/2 等 于 - 1, [t/7] 表示 小 于 或 等 于 t/7 的 最 大 整数 . 用 6 = Vr 来 规范 化 步 长 ， 
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则 有 
X(t) = VT +++ + Yuya): (16.1) 


由 中 心 极 限定 理 ( 见 式 1.26) 可 知 , 对 固定 的 t, 如 果 7 很 小 , WAE Y 的 均值 为 
0, 方差 为 1, 所 以 X(t) 近似 服从 均值 为 0, 方差 为 +[t/7T| = t 的 正 态 分 布 . 同样 ， 
如 果 tM h 固定 , 7 充分 小 , 则 XE 十 hh) X(t) 近似 服从 均值 为 0, 方差 为 h 
的 正 态 分 布 ， 如 果 0 < th < te <--- < tom, MHE X(t2) 一 Xi(t1), X7(ta) 一 
X,(t3),+++,X+r(tam) — X- (təm—1) 是 相互 独立 的 随机 变量 . 可 以 定义 布朗 运动 为 当 
7 一 0 时 随机 游 动 X- (t) 的 极限 . 

设 (Q, 了,P) 为 概率 空间 . 为 达到 研究 的 目的 , 称 X 为 随机 过 程 (random process) 
或 从 [0, 00) 到 R 的 随机 函数 (random function), 假如 对 任 一 t, 0 < t < œ, X(t) X 
随机 变量 . 有 时 , 仅 考 虑 在 有 限 区 间 fti,t2] 上 的 随机 函数 , 在 这 种 情形 下 , 也 可 作 
类 似 的 讨论 ，( 在 随机 过 程 的 正式 定义 中 必须 加 上 “可 测 性 ”条 件 , 在 这 里 不 必 涉 
及 .) 当然 , 我 们 将 认为 X 在 样本 空间 O 中 的 每 一 点 w 都 定义 一 个 样本 函数 (sample 
function)t +> X(w,t). 因此 , 把 样本 空间 8 PA RB AER X: [0, co) 一 R 的 参 
数 , 而 且 , 把 P 当成 这 个 函数 类 上 的 概率 测度 . 

定义 布朗 运动 (Brownian motion) 或 Wiener 过 程 (Wiener process) 为 满足 下 列 
条 件 的 随机 过 程 X: 

(BM) (i) 以 概率 1 有 X(0) = 0( 即 过 程 从 原点 开始 ), 且 X(t) 为 二 的 连续 函数 

(ii) 对 任意 zt 之 0 和 hh > O, HE X(t +h) — X(t) 服从 均值 为 0, 方差 为 的 正 
态 分 布 , 所 以 


P(X (t+ h)) — X(t) < x) 一 (2rj) 一 1 f exp (=) du; (16.2) 


(iii) 如 果 0 < ti < to… < tom, WHE X (te)—X (t1), X (ts) —X (t2), ---, X (tam)— 
X (tam-1) FARA. | 

注意 , 从 (i) 及 (ii) 可 立刻 得 出 , 对 于 每 一 个 t, X(t) 自身 也 服从 均值 为 0, 方差 
为 t 的 正 态 分 布 ; 同时 也 可 以 立即 看 出 , X 的 增 量 是 平稳 的 (Stationary), B X(t + 
h) — X(t) 的 分 布 与 t 无 关 . 

自 先 要 提出 的 问题 就 是 , 是 否 实际 存在 满足 条 件 (BM) 的 随机 函数 ,要 证 明 布 
天 运动 存在 是 非常 困难 的 , 在 这 里 也 不 想 给 出 证 明 . 证 明 要 用 到 正 态 分 布 的 特殊 性 
质 . 例如 , 给 定 X (to) ~ X(t) 与 X (ta) — X (to) 是 独立 的 , 上 且 分 别 服从 均值 为 0, 方 
ZN to — ti Al tz — te 的 正 态 分 布 , BBA X (ts) — X(t) 必然 服从 均值 为 0, 方差 为 
ta — ti 的 正 态 分 布 ( 见 式 (1.24) 及 以 下 等 ); 这 种 自 相 容 性 对 于 布朗 运动 的 定义 是 本 
质 的 . X(t) 是 满足 条 件 (BM) 的 连续 过 程 当 日 仅 当 X(t) 是 了 一 0 时 随机 游 动 X,(2) 
的 极限 , 这 样 的 说 法 至 少 看 起 来 似乎 是 合理 的 . 
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代替 证 明 存 在 性 , 我 们 介绍 两 种 模拟 布朗 样本 函数 的 方法 , 比如 用 计算 机 . 事 
实 上 , 两 种 方法 都 可 以 作为 存在 性 证 明 的 基础 . 第 一 种 方法 是 利用 随机 游 动 允 近 式 
(16.1). 对 1 < i <m, H eh” KR Y; 是 取 1 还 是 -1 其 中 mm 充分 大 , X(t) 
可 以 据 此 描绘 出 来 . 若 T+ 与 t 相 比 很 小 , 那么 这 就 给 出 了 布朗 样本 函数 一 个 很 好 的 
HUE. 

另外 , 利用 “随机 中 点 位 移 ” PEG) VA SEAS BRE AS X: [0,1] 一 R. 对 0< 
k < 27, 这 里 通过 对 了 作 归 纳 来 定义 X(k2-7) WIE, i X (0) = 0, 首先 从 均值 为 0, 方 
EN 1 的 正 态 分 布 中 随机 地 选取 X(1); 下 一 步 又 从 均值 为 (X(0) 十 和 (1))/2, 方差 为 
1/2 的 正 态 分 布 中 选取 X(1/2); 接着 再 选 出 X(1/4) A X (3/4); 并 如 此 继续 下 去 …. 
ER j H, AITAS k, 1E X (k27) 从 具有 均值 为 (X((k 一 1)2 疏 ) 十 羡 ((k 十 1)2 忆 ))/2， 
方差 为 27 的 正 态 分 布 中 独立 地 选 出 . 这 个 过 程 决 定 了 X(t) 在 所 有 二 进 制 点 t= 
k27) 的 值 . 假设 是 连续 的 , 则 X 被 完全 决定 . 应 用 正 态 分 布 的 性 质 , 可 以 证 明 这 
样 生 成 的 函数 有 条 件 (BM) 给 出 的 分 布 . 

区 间 [0, x) 上 的 布 典 运动 具有 如 下 的 健 里 叶 展 开 式 : 


1 /2 一 sin kt 
=1 


其 中 Ck 相互 独立 地 服从 均值 为 0, 方差 为 1 的 正 态 分 布 . 随机 地 选择 Ci FERM 
上 面 的 序列 , 可 以 得 到 近似 的 样本 函数 , 图 16.1 显示 了 布衣 样本 函数 的 图 . 


图 16.1 显示 布 妇 运动 的 图 


容易 将 布朗 运动 的 定义 从 OR 推广 到 Rn" b: 在 R" 上 定义 布朗 运动 , 使 其 坐 
标 分 量 都 是 独立 的 1 维 布 朗 运 动 ， 所 以 , PRA X(t) = (Xi(t),---, Xn(t)) 给 出 的 
X : [0, co] 一 R” 为 某 概率 空间 上 的 n 维 布朗 运动 , 如 果 对 每 一 个 i, 随机 过 程 Xi 人 
是 1 维 布朗 运动 , 并 且 对 任意 的 时 间 集 ti, tr, Xa (ti), ---, Xn(tn) 是 相互 独立 的 . 
图 16.2 给 出 了 R? 中 布朗 运动 的 一 个 样本 轨道 . 
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图 16.2 R? 中 布朗 轨道 的 模拟 


由 定义 , X(t) 到 每 一 坐标 轴 的 射影 为 1 维 布 妇 运动 . 然而 , 各 个 坐标 轴 在 这 
一 点 上 并 没有 什么 区 别 : AA ” 维 布 明和 运动 是 各 向 同性 的 (isotropic), 即 它 在 每 一 
方向 上 都 有 同样 的 特征 ， 为 了 说 明 这 一 点 ,并 为 了 方便 ,下 面 考虑 2 维 布朗 运动 
X(t) = (X(t), Xe(t)), WRH Le 表示 通过 原点 且 方 向 角 为 0 ER, 则 X(t) 到 Leg 
上 的 射影 是 Xi (t) cos 0+ Xo(t) sin 8. HF t > 0 Ai h > 0, 随 机 变量 Xi (t+ h) — X(t) 
和 Xo(t +h) — Xo(t) 相互 独立 , 且 都 服从 均值 为 0, 方差 为 h 的 正 态 分 布 , 所 以 , 在 
Le 上 射影 的 增 量 由 下 式 给 出 : 


(X1(t +h) — Xi(t)) cos 9 + (Xo(t + h) — Xa(t)) sing, 


它 服从 均值 为 0, 1224 hcos? 6+ jsin20 = 的 正 态 分 布 ( 见 式 (1.24) 及 以 下 等 ). 
同样 , 射影 的 增 量 也 是 相互 独立 的 , 所 以 对 任意 的 角 9, X(t) 到 Lo。 上 的 射影 为 1 维 
布朗 运动 . 
Hao, Hyh ER h, Ayr 替代 r, 并 不 改变 式 (16.2) 右边 的 值 (在 积分 
中 做 变换 wl = uyi?) 所 以 , 对 任意 oi, 有 


P(Xi(t + h) — Xit) < zi) = P(Xi(7t + yh) — Xi(yt) < 77724) 


由 此 推出 X(t) 与 Y-12X(Yyt) 有 相同 的 分 布 . 用 系数 7 改变 时 间 间 隔 , FP RR)? 
改变 空间 尺度 , 得 到 的 过 程 与 原来 过 程 是 不 可 分 辨 , 所 以 称 布朗 运动 X(t) 和 它 的 图 
是 统计 自 仿 射 的 ; 但 是 称 布 并 轨道 是 统计 自 相 似 的 , 即 轨道 {X():0<t<T} 与 轨 
道 {X(Y) :0 <t <r) 除了 相差 一 个 比例 常数 772 外 , 它们 是 不 可 分 辨 的 . 

Be X(t) = (Xi(t),---, Xn(t)) Æ n SEPIA, 因为 对 每 一 i, Xi(t +h) 一 Xi;(t) 
服从 独立 的 正 态 分 布 , 由 式 (16.2) 可 知 , 如 果 lai bi] 为 区 间 , 则 


bs x? 
P(X; (t + h) 一 X;{t) € las, b;]) = (2xh)~1/2 J exp(—5+ )day. 


Aly, 如 有 果 E 为 坐标 平行 体 (az, bı] Ker X lan, bn], 则 


P(X(t+h) — X(t) € BE) -T] (emn [ exp (-#) ia 


i=1 


= (2nh)-”/? | exp (—F Jas (16.3) 
E 


其 中 z = (21,-++,2n). 利用 这 样 的 平行 体 的 并 的 逼近 集 , 对 任何 博 雷 尔 集 E, 
式 (16.3) 也 是 成 立 的 . 所 以 , 如 果 取 E AR BO, p), 并 且 变 换 成 极 坐标 , WA 


P(|X(t+h) — X(t)| < p) = ch” f rm exp (-5) dr (16.4) 


其 中 c= 2a” an, 而 an 是 球 B(0,1) 的 (n 一 1) 维 表面 积 . 

布朗 运动 的 一 个 基本 性 质 是 , 对 任意 入 < 1/2, 它 的 样本 函数 以 概率 1 满足 指 
RH A 的 Holder A. 

命题 16.1 HO<A< 1/2, 则 布朗 样本 函数 : [0,1] 一 R” 以 概率 1 满足 对 


某 个 Ho > 0, 
X(t +h) — X(t)| < blh (hl < Ho), (16.5) 
AFP bATK HF A. 
证 明 Æ h > 0, 由 式 (16.4) 作 变换 w= rh, 并 且 做 一 些 适当 放大 后 有 
OO pà 
P(X(t+h)- X(t)| > ny=ch-? | rn exp (Sr) dr 
Co h 1 u? Co 
=e | uexp (-5) du < a | exp(—u)du 
hA~1/2 2 hà—1/2 l 
= cı exp(—hò7 12) < ezh? (16.6) 


这 里 cı 和 co PKF h akt. 取 [t,t 二 月 为 二 进 制 区 间 [(m — 1)27, m27], 则 可 
以 得 到 : 


P(|X ((m — 1)277) — X(m2~?)| > 2 XY HEHE j > k A 1 <m < 2 成 立 ) 


co 
< Co y 939-2) 一 co2 一 “二 1. 
j=k 


TÆ, 以 概率 1 FERR k, 使 得 对 所 有 7 > 及 1<m < 2 AFARS: 


|X((m — 1)277) — X(m274)| < 277 (16.7) 
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WME h < Ho = 2-*， 可 能 要 除去 端点 ， 区 间 [t,t+h] 可 以 表 为 相 邻 的 形式 为 
[(m —1)2-9 m2] 的 二 进 制 区 间 的 可 数 并 , 这 里 2-7 < h, 和 且 人 和 任何 长 度 相 等 的 区 
间 不 能 多 于 两 个 ( 取 [t,t 十 加 中 不 包含 于 任何 其 他 这 样 区 间 的 所 有 二 进 制 区 间 ). 则 
应 用 X 的 连续 性 , 如 果 上 是 满足 2-* < h 的 最 小 整数 , 则 


Q—kA9 2h 


G2) S02) - 


X6) -X(t +h <25 275 = 
j=k 


定理 16.2 R(n > 2) PHP RAAR i EN FABK RERA 1 等 
F 2. 

证 明 “对 每 个 入 < 1/2, X: [0,1] 一 Rn 以 概率 1 满足 式 (16.5) 的 Holder 条 
件 , 所 以 由 命题 2.3 得 ， 


dimy X [0, 1| < (1/A) dimy [0， 1] < 1/A, 


对 盒 维 数 也 有 类 似 的 不 等 式 . 于 是 , 几乎 所有 的 布 肛 轨道 的 维 数 至 多 为 2. 
为 估计 下 界 , 要 用 到 位 势 理论 方法 : 取 1 < s < 2, IRER tA h, 用 plo) K 
示 式 (16.4) 中 的 表达 式 . 取 数 学 期 望 , 并 且 在 计算 中 做 变换 w = 7 /h 之后, 可 得 


OO 
(IX (+h) -XH | rapt) 
0 
—n/2 o —s+n—i r? 
=ch J r exp (-53) dr 
_1,_s/2 及 (n—s—2)/2 W 
= ach J wW exp ( = | dw 


= eh? (16.8) 
其 中 ci Sh, t 无关. AA s< 2, 所 以 


e( f [ X(t) — X (u)|"*dtdu) 
-f [ B|X(t) — X(u)|~Sdtdu 
"1 io 
=j f cı |t — ul “2dtdu < oo. (16.9) 
0 0 


在 轨道 f 上 有 一 目 然 方式 定义 的 质量 分 布 jy, 使 得 一 个 集 的 质量 等 于 轨道 在 集 内 
所 耗 的 时 间 , BE py(4) = L{t:0<t<1, H f(t) € 4), 这 里 为 勒 风格 测度 . 则 对 


任意 函数 9 J g(z)dus(z) = J 9 (f(t))dt, 所 以 式 (16.9) 变 成 


s(// IZ — y| dya (2)dye (y) ) < 00. 
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因此 如 果 s <2, 则 f J x — y|“ dua (a2)dpte (y) < oo 以 概率 1 成立, 这 里 ji 为 X(t) 
上 的 质量 分 布 , 所 以 由 定理 4.13(a) 知 dimy X(0, 1] > s. D 

事实 上 , R” (n > 2) 上 的 布朗 轨道 的 2 SESE A FEM REA 1 为 0. 利用 2.5 
节 给 出 的 更 精细 的 维 数 定义 进行 细致 的 讨论 , 可 以 证 明 , 当 n = 2 时 , 对 应 于 由 函数 
h(t) = £ In(1/t) In In In(1/t) 定义 的 测度 , 轨道 X [0,1] 以 概率 1 有 正 的 有 限 测度 , 当 
n > 3 时, 对 应 于 h(t) = nin(1/t) 定义 的 测度 , 轨道 XO, 1) 也 以 概率 1 有 正 的 有 
限 测 度 . 在 这 个 意义 下 , 布朗 轨道 的 维 数 “ 以 对 数 小 于 ”2. 

关于 布 明 轨道 的 一 个 明显 的 定性 问题 是 , 它们 是 否 是 简单 曲线 , 或 者 说 是 否 自 
相交 给 定 函 数 f, 称 zx Ak H(multiplicity k) 点 , WFX k 个 互 不 相同 的 t 值 ， 
f(t) =. 维 数 方法 可 以 用 来 确定 布朗 函数 是 否 有 多 重点 . 

定理 16.3 RRR HK X : [0, co] 一 R” 以 概率 1 有 如 下 的 重点 : 

n 二 2 时 , 对 于 每 个 正 整数 k RA RES: 

n 二 3 时 , 有 2 重点 但 没有 3 重点: 

n 一 4 时 ,没有 重点， 

WARE ”一 个 方法 是 应 用 第 8 章 的 交集 定理 .对 于 n = 3 的 情形 , 假设 
dimy (X {0, 1) QX ([2, 3]) < 1 以 概率 1 成立. 应 用 布朗 运动 的 各 向 同性 和 比例 性 质 ， 
不 难看 到 对 任意 相似 变换 o, 以 概率 1 有 dimy(X((0, 1]) 人 oco(X(2,31))) < 1. 由 此 
推出 对 几乎 所 有 的 相似 变换 , 以 概率 1 有 dimy(X([0, 1])Q o(X((2,3]))) < 1. 由 定 
理 16.2, 以 概率 1 有 dimy X((0, 1]) = dimg X((0, 1]) = 2, 这 与 定理 8.2(a) 矛盾 . 于 
是 可 以 得 到 的 结论 ， 以 正 的 概率 ,比如 说 以 概率 p 有 dimy(X(0, 1]) N(X((2,3])) = 
1; 那么 应 用 X(t) 的 统计 自 相 似 性 , 可 以 知道 对 任意 t 和 6, 同样 以 概率 p, 有 
dimy (X ([é,¢ + 6]) (1) X ([f + 26,¢+ 36]))) = 1 因为 增 量 是 独立 的 , 所 以 2 重点 集 的 
瞪 斯 多 夫 维 数 以 概率 1 为 1. 

类 似 的 技巧 可 以 用 来 证 明 其 他 的 结果 . 口 

确定 布朗 图 的 几乎 必然 维 数 的 方法 与 布朗 轨道 类 似 . 

定理 16.4 ”布朗 样本 函数 的 图 X: [0,1] -及 的 豪 斯 多 夫 维 数 与 使 维 数 都 以 
概率 1 等 于 AS. 

证 明 显然 , 由 Holder 条 件 (16.5) 和 推论 11.2(a), 对 任意 入 < 1/2, X 的 图 的 
豪 斯 多 夫 维 数 与 上 盒 维 数 以 概率 1 至 多 为 2 - X, 所 以 维 数 至 多 为 12. 为 了 估计 下 
界 , 与 定理 16.2 的 证 明 一 样 , 把 积分 区 域 分 成 两 部 分 , 并 分 别 用 两 种 方法 估计 积分 ， 
可 得 


BU |X (+h) -XP+ =)= f © (r2 + h2)~*/2dp(r) 
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co 2 
=ch-12 | (r? + h?) -8/2 exp -一 ] dr 
0 2h 
1 se _. _ 
= ze f (wh + h?) [2-1/2 exp (=) dw 
2 Jo 2 


1 f" .2)-8/2 2 1 f” 

<z°/ (h2) wT dw+5e | (wh) 8/2 w)/2 dw 
2 Jo 2 Jk 

<c,h)/2-8 


可 以 用 下 式 : 

f(A) = L{t:0<t<1, H (t, f(t)) € A} 
定义 的 t 轴 上 的 勒 贝 格 测度 , 作为 函数 图 上 的 质量 分 布 4y, 应 用 勾 股 (Pythagoras) 
定理 知 , MAR s< 15, 


B(// |£ — yl “djpx (2)dux(y)) 


1 1 
=| | EXO- Xu) + lt- u?) ?)dtdu 
0 JO 
1 1 
</ f cilt — ul'/2-sdtdu < 00. 
0 vO 


由 于 在 X 的 图 上 的 质量 分 布 Kx 以 概率 1 是 正 的 、 有 限 的 而 且 具 有 有 限 的 s BE, 所 
以 由 定理 4.13(a), 可 以 得 出 dimy graphX > 15- 口 


因为 以 概率 1, 在 任何 区 间 上 , X 的 图 的 维 数 都 为 12, 所 以 立即 得 到 布朗 函数 
尽管 是 连续 但 不 是 连续 可 微 的 ; 事实 上 , 布朗 函数 以 概率 1 处 处 不 可 微 . 

如 布朗 轨道 一 样 , 布朗 函数 图 的 维 数 以 对 数 小 于 15; 对 应 于 函数 h(t) = #3/? In 
In(1/t) 定义 的 测度 , 在 区 域 [0, 1] 上 的 X 的 图 有 正 的 有 限 测度 . 

布 明 样本 函数 取 特 殊 值 的 时 间 集 通常 是 很 令 人 感 兴趣 的 . 若 上: [0,1] - RW 
一 函数 , 对 任意 c 值 , 可 以 定义 水 平 集 (level set)f-1(o) = {t: f(t) = ch; 水 平 集 本 质 
EE f 的 图 与 平行 于 t 轴 的 直线 的 交 . 

命题 16.5 ”对 几乎 所 有 的 c( 在 1 维 勒 贝 格 测度 意义 下 ), 布朗 样本 函数 X: 
[0,1] > R 以 概率 1 满足 dimy XL (c) < 1/2; 更 进一步 , 对 任意 给 定 的 c, 以 正 的 概 
Æ, dimy XT} (c) = 1/2. 

证 明 注 记 “对 几乎 所 有 的 c, 必然 以 概率 1 有 : 


dimy X~}(c) = dimy ((graph X)N Le) < 1 


9° 
XE Le 是 直线 y = c, 否则 由 推论 7.10, 意味 着 dimy graphX > 15, 这 与 定理 16.4 
是 矛盾 的 . 
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证 明 以 正 概 率 有 dimy Xie) = 1/2 是 非常 困难 的 , 相应 的 论证 与 证 明定 理 8.2 
的 表述 似乎 有 些 相似 . B 
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尽管 布 明 运动 具有 中 心理 论 的 重要 性 , 但 对 于 其 他 多 种 目 的 来 说 , 它 的 局 限 性 
ERAT. 布 上 县 样本 耻 数 图 的 维 数 几 乎 必然 等 于 15, 但 是 , 为 了 模拟 各 种 不 同 的 模 
型 , 还 需要 有 相应 的 函数 图 具有 其 他 维 数 的 随机 函数 

布 央 运动 X : [0, oo] 一 R 是 高 斯 过 程 (Gaussian process), IKBRBXt 0 < ti < 
t2 <--> S tm MAB Ar, +++, Am, 随机 变量 AX (t1) + + AmX (tm) 也 是 正 态 变 
E(P ((X(t1),---, X(tm)) 是 多 元 正 态 变量 (multivariate normal)). 布朗 运动 具有 平 
稳 的 独立 增 量 , 且 具 有 有 限 方差 , 实际 上 它 是 唯一 具有 这 种 概率 分 布 的 函数 .为 了 
得 到 不 同 特征 的 样本 函数 , 需要 放宽 一 个 或 多 于 一 个 的 上 述 条 件 . 

通 第 有 两 种 变化 : 分 数 布朗 运动 的 增 量 是 服从 正 态 分 布 的 但 不 再 是 相互 独立 
的 ; 而 另 一 方面 , Lévy 过 程 取 消 了 要 求 是 正 态 分 布 的 条 件 , 并 由 此 可 以 得 出 不 连续 
的 函数 . 为 了 简单 起 见 , 这 里 仅 讨 论 这 些 过 程 在 1 维 情形 下 的 图 , 对 取 值 在 n 维 空 
同 的 相应 过 程 也 可 以 类 似 地 定义 ， 

指数 为 a(0 < a < 1) 的 分 数 布朗 运动 , 是 定义 在 某 概率 空间 上 的 一 高 斯 过 程 
X :[0,co] 一 R, 使 得 

(FBM) (i) X(t) 以 概率 1 连续 , H. X(0)=0, 

(ii) IHE t > 0 F h > 0, 增 量 X(t +h) — X(t) 服从 均值 为 零 , HW he 的 
正 态 分 布 , 所 以 ， 


P(X (t +h) — X(t) < x) = (2n)7*/7h-° i exp (—u? /2h?%) du. (16.10) 
可 以 证 明 , 对 0 < a < 1 满足 (FBM) 条 件 的 过 程 是 存在 的 . 图 16.3 给 出 了 不 同 a 
值 的 分 数 布朗 运动 的 图 
上 面 的 定义 芒 含 增 其 X(t 十 hh) 一 X(t) 是 平稳 的 , 即 它们 具有 不 依赖 于 t 的 概率 
分 布 . 然而 , 除去 a = 1/2 的 布朗 情形 , 由 (FBM) 给 定 的 函数 的 分 布 不 能 有 独立 的 
增 量 . 由 条 件 (i) 和 (ii) 可 知 , E(X) = t29, 并且 


E((X(t+h)— X(t))?) = ph, 
由 此 可 以 证 明 


F(X (t)(X(t + h)) = T + (t+ h)? — R29), 
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0 50 100 150 200 250 


16.3 a= 0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 0.9 时 指数 为 a JaA BA pa AY SEE 


所 以 | 
E(X (t)(X(t +h) — X(t))) = 5[(t + h)?® — 42% — p24], (16.11) 


当 a 关 1/2 时 , 它 是 非 零 的 ; 因此 E(X (t) — X(0))(X(t +h) — X(4))) JERA fih 
a > 1/2 或 a < 1/2 RAE, TE, 增 量 不 独立 . WR a > 1/2, M X(t) 一 XX(0) 和 
X(t+h)- X) 趋向 于 同 号 ; 所 以 , 假如 X(t 在 过 去 有 增加 的 趋向 , 则 它 在 将 来 也 
趋向 于 增加 . 类 似 地 , 如 果 a < 1/2, M X(t) -— X (0) A X(t+ h)-X() BAFRE. 
再 注意 到 由 条 件 式 (16.10) 知 , 该 过 程 具有 目 仿 射 性 , 即 对 y < 0, 改变 比例 的 轨道 
y OX (yt) 有 与 X(t) 相同 的 统计 分 布 . 

分 数 布 关 图 的 几乎 必然 维 数 可 以 用 与 严格 布 姑 情形 相 类 似 的 方法 来 决定 . 

命题 16.6 设 0< 入 <oa eRe A > 0K b>, HX [Al < Ho, 则 指数 为 
a 的 布朗 样本 函数 X : [0,1] 一 R 以 概率 1 有 


X(t + hR) — X(t)| < bh (16.12) 


证 明 注 记 {A< 1/2, 用 式 (16.10) SAR (16.4), 证 明 过 程 如 命题 16.1 一 样 . 
然而 , Æ a > 入 > 1/2, 这 导致 用 估计 czh1/2-° 来 替代 式 (16.6) 中 相应 的 估计 , 而 且 
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需要 用 非常 繁复 的 概率 论 技巧 , 来 证 明 Holder 条 件 (16.12) 对 任意 的 t 是 一 致 成 立 
的 . go 

定理 16.7 指数 为 a 的 布朗 样本 函数 X: (0,1 一 玉 HANZA 
数 以 概率 1 为 2 一 aa. 

证 明 由 推论 11.2(a) 和 Holder 条 件 (16.12) 可 以 证 明 维 数 几 乎 处 处 最 多 为 
2 一 a. 下 界 可 以 像 定 理 16.4 中 应 用 概率 分 布 式 (16.10) 得 出 . E 

在 11.2 节 讨 论 的 自 相关 理论 可 以 应 用 到 分 数 布 朗 函 数 . 为 了 方便 起 见 , X 
对 所 有 时 间 有 定义 , 即 X : (—00, 00) 一 R, 这 仅 要 求 对 定义 (FBM) 进行 稍微 修改 . 
因为 方差 EX (t+ h) -XH E h BFF, 因此 有 


1 /* -3 
Jim E 让 人 X@ a) = 00. 


所 以 , FEAR BR BOY yy 2 3 FSF. 然而 


E (sr f i (X(t +h) — xoa) 


1 T 
=— | E(X(t+h) -X dt = h*. 
2T Jr 


可 以 推出 “平均 的 ”样本 了 小数 满足 


if (X(t +h) — X(t))2dt ~ ch? 
IT Jr 
根据 式 (11.18) 和 式 (11.19), 这 确实 是 相应 于 维 数 为 2-a 的 图 . 由 此 进一步 地 平行 
考虑 , 我 们 可 以 期 望 X(b 的 由 式 (11.15) 定义 的 睾 谱 近 似 等 于 1/wl+2e. 

因为 增 量 之 间 不 再 是 独立 的 , 模拟 指数 为 a 的 分 数 布朗 运动 比 模拟 布朗 运动 
困难 的 多 . 然而 , 借助 功能 强大 的 现代 计算 机 , 精确 地 模拟 它 还 是 有 可 能 的 . 为 了 在 
点 集 tate 上 实现 指数 为 a 的 分 数 布朗 运动 , 可 以 考虑 到 由 协 方差 矩阵 给 出 区 
的 协 方差 

Aij = E(X (ti) X (ty) = F(t + le = ti = 4/9). 


于 是 , WR M 是 满足 MM’ = A 的 矩阵 , 其 中 右上 角 T RRR, 又 设 
V = (Vise, Ve) 是 由 相互 独立 的 随机 变量 组 成 的 随机 和 癌 量 , 其 中 V 都 服从 均值 为 
0, 方差 为 1 的 标准 正 态 分 布 , W X = X(t) = MV 在 点 具有 指数 为 a 的 分 数 
布 明 运动 的 分 布 . 为 看 清 这 个 结论 , 下 面 利用 矩阵 符号 验证 对 应 的 协 方差 : 
E(X(t)X(t;))=E(XX )= E(MV(MV)") 
=E(MVV'M") = ME(VV')M! = MIM! =A. 
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所 以 , 根据 Vi 选取 出 一 个 具有 独立 的 标准 正 态 分 布 的 随机 数 序列 , 乘积 X = MV 
就 给 出 了 指数 为 a 的 分 数 布 彰 运动 的 一 个 实现 . 当 上 较 大 时 , FRERE M 使 4 具 
有 “Choleski 分 解 "4 = MM” 的 计算 量 是 相当 巨大 的 , 已 经 有 使 这 个 计算 变 得 相 
对 容易 的 各 种 数值 计算 方法 2. 

另 一 种 构造 具有 类 似 于 指数 为 a 的 布 角 函数 特征 的 函数 的 方法 , 是 使 Weier- 
strass 函数 (11.4) 随机 化 . 考虑 随机 函数 


X(t) = > Cyr~** sin(A*t + Ag) (16.13) 
k=1 
这 里 入 > 1, Ck 是 服从 均值 为 0, AEA 1 WESS ARMENE, “Cc” Ax 是 
相互 独立 的 , 并 都 服从 [0, 20) 上 的 均匀 分 布 . 显然 , E(X(¢+h)-—X(E)) =0, 而 且 利用 
正弦 和 余 纺 函数 的 差分 公式 , AK k= j I E(CeC;) = 1 Ak A j HY E(CKC,) = 1, 
及 cos*(a + Ar) 的 均值 等 于 1/2, 可 以 得 到 : 


E(X(t+h) — X(t))? 


wo 2 

=E (È Crd\~°%*2 sin (5x) cos (~ (e + 5h) + as) ) 
~< 1 

— —2ak n2 { 3k 

522A sin (3 h) 


适当 地 选择 N, 使 得 它 满足 AAD <h <<AN, MU <1, Æ0<aSE(X(t+h)- 
X (t))?/h2* < ca < œ 的 意义 下 , 又 可 以 得 出 : 


E(X(t+ h) — X(t))? 


N OO 
1 
~ 5 X ATZAR 2k p2 十 2 X XT 2ak ~ cA—22N ~ ch? 
k=1 k= N-+1 


所 以 式 (16.13) 有 类 似 于 指数 为 a 的 分 数 布朗 运动 的 某 些 统计 特征 , 而 且 提 供 了 给 
制 各 种 维 数 的 随机 图 的 合适 方法 . 这 种 函数 经 常用 于 分 形 模型 ， a0.8 时 相应 于 维 
数 是 1.2 的 图 , 它 像 是 “山峰 的 轮廓 线 ” 


全 上述 叙述 表示 方法 上 有 明显 的 缺陷 . 在 前 一 个 式 子 中 Aig = E(X(ti)X(t;)) 是 表示 协 方差 矩阵 
MM? = A 中 的 一 个 元 素 , 而 在 这 个 式 子 里 EX (ti) X(t;)) 却 表 示 和 矩阵 MMT = A, 这 显然 
是 不 合适 的 ; 另外 这 有 段 表示 的 向 量 应 当 是 列 向 量 ， 如 果 像 文中 写 的 行 向 量 V = (V, e, Ve), 那么 
X = X(t) = MV 就 没有 办 法 乘 了 . 但 由 于 这 里 与 主要 内 容 关 系 不 大 ,而 且 都 是 线性 代数 的 基本 内 
容 , 日 上 下 文 的 意思 还 是 很 清楚 的 , 因此 在 译 稿 中 对 这 些 不 当 的 表示 进行 改动 , 读者 在 阅读 这 段 时 请 加 
以 注意 . 一 一 译 者 注 
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正如 所 料 , 指数 为 a 的 布 庆 样本 函数 的 水 平 集 典 型 地 有 维 数 1-a. 推广 命题 
16.5 可 以 得 到 : 对 几乎 所 有 的 c 以 概率 1, 有 dimy X~*(c) <1 一 a, 而 同样 对 给 定 
的 c, 以 正 概率 有 dimy X—1(c) =1-a. 

分 数 布 朋 运 动 的 进一步 推广 则 是 多 重 分 形 布 良和 运动 (multifractional Brownian 
motion), 当 与 二 很 接近 时 , 多 重 分 形 布朗 运动 的 形状 看 起 来 像 是 指数 为 alt) 的 分 数 
布朗 运动 , 其 中 a : [0, oo] 一 (0,1) 是 给 定 的 连续 函数 . 


16.3 Lévy 平稳 过 程 


布朗 运动 的 另 一 种 推广 形式 是 由 Lévy 提出 的 平稳 过 程 . Lévy 平稳 过 程 定义 
为 满足 下 列 条 件 的 随机 函数 X : [0,00] 一 R, HE Xt +h) - XO) REKK 
HF h, 且 是 相互 独立 的 平稳 分 布 ; 也 就 是 , 如 采 0 S t S t2 S- S< tm, K 
X(t2) — X (t1), +++, X (tam) — X (t2m-1) 是 相互 独立 的 . 然而 , 除去 如 布 庆 运动 这 样 很 
特殊 的 情形 之 外 , Lévy 过 程 具有 无 穷 方 差 晶 以 概率 1 不 连续 . 如 果 目 仿 射 条 件 成 
立 , 即 对 任意 的 y > 0 和 某 个 a, YOX (yt) A X(t) 有 相同 的 分 布 , 则 Lévy 过 程 
是 平稳 的 . 

通常 情况 下 并 不 是 总 能 直接 给 出 平稳 过 程 的 概率 分 布 ， 这 就 经 常用 健 里 叶 变 
换 定义 分 布 , 图 的 维 数 的 分 析 和 平稳 过 程 的 轨迹 分 析 也 用 到 傅 里 叶 变 换 的 方法 . 

随机 变量 Y 的 概率 分 布 可 以 由 它 对 应 的 特征 函数 来 确定 , 即 它 的 傅 里 叶 变 换 
E(exp(iuY)) (u € R). 为 了 定义 一 个 平稳 过 程 , PAREKAN Y: R > R, HE 
KHE X(t +h) X(t) 满足 

E(exp(iu(X (t+ h) — X(t))) = exp(—hw(u)), (16.14) 

同时 要 求 如 果 0 < ti < te <- < tom, M X (te) — X (t1), t, X (tom) — X (t2m—1) 
相互 独立 ， 显然 ,这些 增 量 是 平稳 的 . 这 个 定义 至 少 在 下 面 意义 下 是 相 容 的 ， 若 
ty < t2 < t3, 则 对 所 有 轨道 取 期 鹿 且 应 用 独立 性 


E(exp(iu(X (t3) — X (t1)))) 
= E(expiu((X (t3) — X (t2)) + (X (t2) — X t1)))) 
= E(exp iu(X (t3) — X (t2)))E(expiu(X (t2) — X (t1))) 
=exp(—(t3 — t2)(u)) exp(—(te — tı )Y(u)) 
=exp(— (t3 — ti)(u)). 
可 以 证 明 对 适当 的 V, 平稳 过 程 确实 存在 . 
对 0<a<2, 取 (4) = chule, 就 得 到 指数 为 a 的 平稳 对 称 过 程 , 用 yh BAR h, 
H yleu 取代 u, 式 (16.14) 的 等 号 右边 不 变 , 这 就 知道 y OX (yt) 与 X(t) 有 同 
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样 的 统计 分 布 , X(t) 作为 定义 的 过 程 是 目 仿 射 的 ; 当 a = 2 时 , 得 到 的 就 是 标准 的 
布朗 运动 . 

定理 16.8 ARH a 的 平稳 对 称 过 程 的 图 的 豪 斯 多 夫 维 数 和 禽 维 数 都 以 概 
#1 等 于 max{1,2 一 1/a}. 

部 分 证 明 ”这 里 只 证 明 dima graphX < dimpgraphX < max{1,2 — 1/a}, 用 
Relti,t2] = sup{| f(t) — f(u)| : tı < t, u < te} 表示 图 数 f TERIA [ti, t2] 上 变化 的 最 
大 范围 . 因为 过 程 X 是 自 仿 射 的 , 所 以 对 任意 的 已 和 0<5<1 有 ， 

EU(Rxftt 十 0) 一 6UVcE(Rx[0,1]). 
AX 的 图 与 6 坐标 网 在 Ns 个 正方 形 上 相交 , 由 命题 11.1 知 


m—1l 
E(Ns)<2m+67' 》 E(Rx[id, (i+ 1)6)) 


=2m + mé—*6'/°E( Rx (0, 1]) 


这 里 m 是 大 于 或 等 于 1/6 的 最 小 整数 , 所 以 m < 2/6. 可 以 证 明 至 少 E(RxfoJ) < 
co 是 合理 的 , 所 以 存在 常数 c 使 得 对 所 有 充分 小 的 6 E(Nsd°) < c 其 中 B = 
max {1, 2 一 1/Q}. # e > 0, M) E (NsdP*) < côf, 所 以 


E (> oo < S9 (275E < œ. 
k=1 


k=1 
由 此 推出 ,以 概率 1 有 二 No (2-*)/ < oo, 特别 地 , 当 6 = 2-* 一 0 BY, 


N56°~* — 0, 所以, 由 命题 4.1 可 以 得 , 以 概率 1 有 dimpgraphX < £. 口 

夺 a <1, 则 几乎 处 处 dimy graphX = 1, 这 是 在 [0,1] 上 任何 潍 数 图 可 能 的 最 
”小 维 数 ; 此 种 情形 反映 了 样本 函数 是 由 “跳跃” 组成, 在 任意 正 的 时 间 区 间 内 都 发 生 
FOF & BEEK, 尽管 许多 这 样 的 跳 距 却 是 非常 的 小 . X R, 即 {X(t) :0<t< 1}, 
以 概率 1 有 维 数 ai CRH T BERRIA. 可 以 证 明 , 在 区 间 [tt +h] HE k TNE 
对 值 至 少 为 a 的 跳跃 的 概率 等 于 (ha “) exp(—ha~®)/k!, 即 正好 是 均值 为 ha-? 的 
泪 松 分 布 . 

A 1<a<2, 平 稳 对 称 过 程 由 一 个 “连续 ”部 分 和 一 个 “跳跃 ”部 分 组 成 . 


16.4 分数 布 明 曲 面 


最 后 , 用 对 分 数 布朗 曲面 的 简要 讨论 来 结束 这 一 章 , 它 已 经 非常 有 效 地 用 于 计 
算 机 绘制 地 貌 图 . | 

用 坐标 (x, y) 来 代替 时 间 变 量 t, 所 以 随机 变量 X(z, y) 可 以 被 认为 是 曲面 在 
点 (z, y) 的 高 度 . 
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对 0<aw<1 定义 指数 为 w 的 布朗 函数 和 : R2 >R 为 一 高 斯 随机 函数 , A 
足 : 

(FBS) (i) 以 概率 1, X(0,0) = 0, 且 X(z,y) 为 (x,y) 的 连续 函数 

(ii) 对 (x,y), (h, k) € R?, 高 维 增 量 X(z +h,y+k) —X(x,y) 服从 均值 为 0, 方 
ÉY (h? + k2)® = |(h, k) 2% 的 正 态 分 布 , 即 : 


P(X(z+h,yt+k)—X(z,y) <z 


z ya 
= (2) —1/2(h? T pay A f exp (aue) dr. (16.15) 
要 证 明 满足 这 些 条 件 的 过 程 的 存在 性 是 很 不 容易 的 , 随机 变量 X (x,y) 在 不 同 点 的 
相关 性 也 相当 复杂 . 

称 {(x,y, X(x,y)) : (z,y) E R2} 为 指数 为 a 的 布朗 曲面 , 图 16. 4 描绘 出 一 些 样 
本 曲面 . 
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(a) (b) 
图 16.4 ”指数 为 a 的 分 形 布 朗 曲面 : (a) a = 0.95, AEB = 2.05; (b) a = 0.8, 维 数 = 2.20 


将 式 (16.15) 与 分 布 式 (16.10) 比较 , 可 以 看 到 由 X(z,y) 与 任何 垂直 平面 相交 
所 得 的 图 是 指数 为 a 的 1 维 布朗 函数 图 (在 加 一 常数 后 可 以 保证 X(0) = 0). 经 党 
可 以 通过 研究 这 些 垂直 截 口 来 得 到 关于 曲面 的 一 些 信息 . 

定理 16.9 “指数 为 a 的 布朗 样本 曲面 的 豪 斯 多 夫 维 数 和 盒 维 数 都 以 概率 为 1 
等 于 3-a. 

证 明 利用 命题 16.1 和 命题 16.6 的 方法 可 以 证 明 , 如 果 A <a, 只 要 (h, k) 元 
分 小 , 则 指数 为 a 的 布朗 函数 和 : [0,1] x [0,1] > R 以 概率 1 满足 


IX(x +h, y +k) — X(zx,y)| < b(h? + k?)™? = bl(h, k)|*. 
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由 对 两 个 变量 函数 所 得 的 类 似 于 推论 11.2(a) 的 结果 ( 见 练习 11.9) 知 , 3 ~ 入 是 曲 
面 的 上 盒 维 数 的 一 个 上 界 . 

如 果 固 定 xo, M X(zo,y) — X(x0,0) 为 [0,1] 上 的 指数 为 a 的 布朗 函数 ,所 
以 由 定理 16.7, X(zo;y) 的 图 有 豪 斯 多 夫 维 数 以 概率 1 为 2-0; FÆ, 对 几乎 所 有 
0 < zo S 1, X (z0, y) 的 图 的 维 数 以 概率 1 为 2-a. 但 这 些 图 只 是 由 X 给 出 的 曲面 
的 平行 截 口 , 所 以 由 R” 中 明显 的 类 似 于 推论 7.10 的 结果 , 可 知 曲面 的 豪 斯 多 夫 维 
数 至 少 为 (2—a) + 1. 口 

水 平 集 X (e) = {(z,y): X (x,y) = c} 为 随机 曲面 的 等 高 线 . 把 命题 16.5 推广 
到 指数 为 a 的 曲面 ; 可 以 证 明 , 在 1 维 测度 的 意义 下 , 对 几乎 所 有 的 c 以 概率 1 有 
dimy X~*(c) < 2—a, 而 且 以 正 概率 dimy X~! (c) = 2 一 a. 所 以 指数 为 a 的 曲面 的 
等 高 线 一 般 有 维 数 2 一 a 

可 以 考虑 由 指数 为 a 的 布 朋 函数 生成 的 一 般 样本 曲面 的 问题 , 这 里 不 做 详细 
的 讨论 . 然而 , 注意 到 , 指数 为 a 的 曲面 与 式 (16.13) 相 类 似 的 地 方 是 : 


X (x,y) = ` Ck ATO" sin(A (x cos Br + ysin Bk) + Ax), 
k=l 


这 里 Ck 是 相互 独立 的 且 服 从 均值 为 0 方差 为 1 的 正 态 分 布 的 随机 变量 , Ar 和 By 
是 相互 独立 的 且 服 从 (0, 20] 上 的 均匀 分 布 的 随机 变量 . 这 样 的 函数 提供 了 随机 曲 
面 计算 机 生成 的 一 个 可 能 方法 . 

这 一 章 的 思想 可 以 在 许多 方向 上 推广 , 并 且 可 以 以 多 种 方式 相互 结合 . 对 任意 
n 和 m, 分 数 布 天 运动 和 平稳 过 程 可 以 定义 为 从 R” 到 Rm 上 的 函数 , 而 且 有 很 多 
其 他 的 变化 . 水 平 集 、 多 重点 集 、 与 固定 集 的 交 和 各 种 分 形 FDR X(F) 等 问题 ， 
在 所 有 这 些 情形 中 都 可 以 提出 . 分 析 这 些 问题 经 常 需要 多 种 几何 方法 的 论证 , 同时 
也 需要 复 录 的 概 兴 技巧. 


16.5 ” 注 记 和 参考 文献 


Karlin and Taylor(1975, 1981), Billingsley(1995) 以 及 Rogers and Williams(2000) 
论述 了 布 骨 运动 的 概率 基础 . 

分 数 布 姑 运动 由 Mandelbrot and Van Ness(1968) 引入 , 可 参见 Mandelbrot(2002). 
在 Adler(1981), Kahane(1985), Samorodnitsky and Taqqu(1994), 以 及 Embrechts and 
Maejima(2002) 中 , 从 数学 角度 给 出 了 分 数 布朗 函数 和 曲面 的 详细 处 理 ; 前 两 本 书包 
人 洛 了 维 数 方面 的 问题 ， 而 后 两 本 着 重 讨 论 了 自 相 似 性 . 在 Ayache and Lévy Véhel 
(1999) 以 及 Ayache, Cohen and Lévy Véhel(2000) 中 提出 了 多 重 分 形 布朗 运动 . 
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平稳 过 程 由 Lévy(1948) 提出 , 还 可 参见 Samorodnitsky and Taqqu(1994), Rogers 
and Williams(2000) 以 及 Mandelbrot(2002) 等 . Taylor(1973, 1986) 的 研究 提 到 了 这 
种 过 程 的 许多 维 数 性 质 . 

关于 生成 布 朋 轨道 和 曲面 的 计算 方法 的 讨论 , 比如 在 Voss(1985), Peitgen and 
Saupe(1988), Falconer and Lévy Véhel(2000) 以 及 Embrechts and Maejima(2002) 中 
都 有 介绍 . | 


练 习 


16.1 应 用 布朗 运动 的 统计 自 相 似 性 证 明 : R” 中 的 布朗 轨道 的 盒 维 数 以 概率 1 至 多 
为 2. 

16.2 设 X:(0,co) 一 R? 为 通常 所 说 的 布朗 运动 , 证 明 ， 三 分 康 托 尔 集 F 的 映像 
X(F) BRAS RAE AR 1 至 多 为 In4/in3. (更 进一步 : 证 明 它 几乎 等 于 In4/In3) 对 指 
KA a 的 布朗 运动 的 类 似 结果 是 什么 ? 

16.3 设 X:[0,co) 一 及 ”为 通常 所 说 的 布朗 运动 , FAR? 中 的 紧 子 集 , 应 用 定理 8.2 
WEAR: 如 果 dimy F > 1, 则 布朗 轨道 X(t) WIEBKE F. 

| 16.4 设 X 提 是 布朗 运动 , c 是 常数 , 证 明 : 过 程 X(t) 十 ct 的 图 的 维 数 以 概率 1 等 于 
15( 这 个 过 程 称 为 带 有 漂移 的 布朗 运动 )， 

16.5 证 明 : 布 明 样本 函数 X : [0, oo) 一 R 在 任何 区 间 [tu] 上 以 概率 1 非 单调 . 

16.6 i X(t) 是 布朗 运动, 证明: 以 概率 1 A Et > 0, 使 X(t) = 0; 利用 自 仿 射 性 证 
明 : 以 概率 1 对 任意 a > 0, FE t, 满足 0<t<a 使 X(t) = 0; 进一步 证 明 : 以 概率 1 对 
任意 a > 0, AABN O<t<a H t, i X(t) = 0. 

16.7 B X(t) EMHZ, WE: 对 g > 0, E(X (t+ h) — X(t)|*) = cht, 其 中 c 仅 
依赖 于 q. 

16.8 证 明 : 如 果 入 > a, 则 对 几乎 所 有 的 t, Holder 不 等 式 (16.12) 以 概率 1 不 成 立 . 

16.9 KK 5 < a1 < az < 1, 设 Xi(t) 和 Xz(t) 分 别 为 从 [0, 耻 到 RR 上 的 指数 为 a 和 
ao 的 独立 的 布朗 函数 , 证 明 : 由 {Xi(t), X2(t):0 < tg< 1} 给 出 的 R? 中 的 轨道 的 豪 斯 多 夫 
和 盒 维 数 以 概率 1 等 于 (1 + as 一 ai)/a2. 

16.10, 验证 : 对 指数 为 a 的 分 数 布朗 运动 X(t), 满足 E((X(t) — X(0))(X(t+ h) - 
X(#))) = 5l + h)?> — 27° — h°]; 并 且 证 明 , 如 果 1/2 < a <1, 则 上 式 是 正 的 , 而 如 果 
0<a< 1/2, 则 上 式 是 负 的 , 这 个 结论 对 样本 函数 能 说 明 什么 ? 
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质量 分 布 u 可 能 会 以 某 种 方式 分 布 在 一 个 区 域 上 , 使 得 质量 的 集中 程度 非常 
不 规则 . 确实 , 有 这 样 的 点 集 , 其 上 的 局 部 质量 分 布 服从 一 种 指数 为 a REE. 
即 , 对 充分 小 的 r, RRA HLB(zr)) 之 7° RA, 而 对 于 不 同 的 a 值 , 可 以 确定 不 
同 的 分 形 . 于 是 , 由 单个 测度 可 以 生成 各 种 各 样 的 分 形 , 这 就 可 以 据 此 研究 这 些 分 形 
的 结构 以 及 它们 的 内 部 联系 ， 我 们 称 一 个 具有 如 此 丰富 结构 的 测度 为 多 重 分 形 测 
A (multifractal measure) 或 者 就 简单 称 为 多 重 分 形 (multifractal); 就 像 前 面 对 待 分 
形 的 情形 一 样 , 在 这 里 还 是 倾 癌 于 避免 给 “多重 分 形 ” 下 精确 的 定义 . 

在 许多 物理 现象 中 都 可 以 观察 到 多 重 分 形 测度 , 比如 流体 中 的 渍 演 、 璀 量 的 分 
布 、 衬 宙 至 间 中 的 质量 分 布 、 黏 性 指 进 、 神 经 网 络 、 期 货 价 格 以 及 许多 其 他 的 现象 . 

一 类 重要 的 多 重 分 形 出 现在 动力 系统 中 OL 13.7 节 ). 如 果 f: D 一 D 是 区 域 
D 上 的 上 映射, 对 于 D 的 子 集 A, 可 以 通过 下 式 定 义 一 个 “居留 测度 ”. 


u(A)= lim ~#{k:1<k<m f*(2) € A}, 


这 里 z 是 D 中 某 个 初始 点 ; BBA uA 代表 x 的 迭代 进入 4 中 的 “次数 比 例 ”. 从 
前 面 的 章 市 中 已 经 知道 jy 的 文 撑 经 常 是 f 的 吸引 子 , 而 且 可 能 是 分 形 . 然而 , vw 的 
分 布 的 不 均匀 性 可 能 进一步 突出 了 吸引 子 的 动力 学 结构 , 并 且 可 以 用 多 重 分 形 理论 
来 记录 和 分 析 . 

许多 关于 分 形 的 思想 可 以 用 在 多 重 分 形 分 析 中 , 例如 , 可 以 用 类 似 于 研究 分 形 
射影 的 方法 来 研究 多 重 分 形 测度 在 直线 或 平面 上 的 射影 , 尽管 涉及 的 计算 可 能 要 比 
SIG TE IRS SS 

通常 有 两 种 研究 多 重 分 形 的 方法 : 一 种 称 为 精细 理论 (fine theory), 这 种 方法 用 
于 研究 分 形 本 身 的 结构 和 维 数 ; 另 一 种 方法 称 为 粗 线 条 理论 (coarse theory), 在 这 种 
方法 中 , 考虑 具有 正 半径 r 的 小 球 的 测度 分 布 的 不 规则 性 , 然后 , 令 一 0 取 极 限 . 
在 很 大 程度 上 , 精细 多 重 分 形 分 析 类 似 于 是 在 寻找 集合 的 罕 斯 多 夫 维 数 ; 而 粗 线条 
理论 则 关系 到 计 盒 维 数 . 在 物理 例子 和 计算 机 试验 中 , 粗 线条 方法 显得 更 易于 操作 ， 
但 是 精细 理论 更 适合 于 数学 上 的 研究 分 析 . 这 两 种 方法 也 有 许多 共同 的 地 方 , 且 应 
用 这 两 种 方法 对 许多 测度 可 以 得 出 相同 的 “多 重 分 形 谱 ”. 

下 面 先 分 别 给 出 粗 线条 和 精细 多 重 分 形 理论 的 大 致 轮廓 , 然后 再 详细 考虑 自 相 
似 测度 的 特殊 情况 , 以 此 为 例证 解释 多 重 分 形 理论 , 并 论证 该 理论 的 中 心思 想 , Sy 
让 德 变换 . 
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在 本 章 的 讨论 中 , 把 下 面 例子 中 的 测度 称 为 康 托 尔 集 上 的 自 相 似 多 重 分 形 测度 ; 
也 正 是 这 样 的 三 分 康 托 尔 集 , 显示 了 很 多 分 形 数 学 的 性 质 , 支撑 在 康 托 尔 集 上 的 目 
相似 测度 是 一 大 类 很 典型 的 多 重 分 形 测 度 . 

例 17.1 绘 定 p1,p2 > 0, MA pi 十 pa 二 1; 按 下 面 的 重复 细 分 的 方法 在 三 分 
RER F= N Fe 上 构造 一 个 的 测度 E Ek 包含 了 2* AKAA 3 的 


区 间 , 见 康 托 尔 集 的 一 般 构 造 图 图 0.1). 把 单位 质量 分 配 到 E 的 两 个 区 间 . 上 , 使 左 
124) Kal AAS pi, 右边 的 区 间 有 质量 p; 再 把 Ei 的 每 个 区 间 上 的 质量 按 pi :po 
的 比例 分 配 到 Fo 的 两 个 子 区 间 上 ; 按 这 种 方法 继续 进行 下 去 , 使 得 对 每 个 ,Ek 的 
每 个 区 间 上 的 质量 都 是 按 比 例 pi :po 分 配 到 Epa 的 两 个 子 区 间 上 ( 见 图 17.1). 这 
样 就 在 五 上 定义 了 一 个 质量 分 布 , 见 命题 1.7. 

0 ] 
E 


0 


a 
E, 
- mp 


“i ay d i 


nl | | | | | 


图 17.1 例 17.1 中 自 相 似 测度 的 构造 . 在 康 托 尔 集 构造 中 的 每 个 区 则 Ek. 的 原 量 用 面积 表 
示 , 它 以 比例 pi : pa 分 到 Eki 内 的 Ek 的 两 个 子 区 间 上 (在 这 里 是 5 ` 3) 继续 
这 个 过 程 可 以 产生 康 托 尔 集 F 上 的 质量 分 布 u 


显然 , 假设 I 是 Ek 的 一 个 天 水 平 区 间 , 如 果 在 构造 工 的 迭代 过 程 中 , 左边 的 子 
区 间 取 7 次 , 而 右边 的 子 区 间 取 上 一 7 次 , WA u(I) = pips”. 如果 pi 关 po ME k 
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很 大 , 则 各 个 大 水 平 区 间 的 质量 差别 相当 大 ( 见 图 17.1), 并 且 这 是 多 重 分 形 的 一 种 
表现 


17.1 粗 线 条 多重 分 形 分 析 


HWE p EXER” E, 有 旦 满足 0 < uR”) < 00, 则 测度 1 的 粗 线条 多 重 分 形 分 
析 与 计算 盒 维 数 类 似 , 也 就 是 要 计算 测度 值 KW(C) 近似 于 re 的 网 立方 体 C 的 个 数 . 
(回顾 一 下 , R” Pr 网 立方 体 是 那些 形式 为 [mir, (mi 十 1)7r]x.…xjmnr (mn + 1)7| 
的 立方 体 , 其 中 m, eM 是 整数 .) 对 于 R” PHARM u Kazo, w 


(al)=#C:C 是 > 网 立方 体 , HRE MO) > rr}, (17.1) 


并 是 定义 u RRA FS EDV ERAS HEMT: 


fo (a) = lim lim Int (N; (a to- N, (a — €)) (17.2) 
如 果 上 述 二 重 极限 存在 . (这 里 记 ln+ z = max{0, nz}, 以 确保 fola) > 0.) 定义 式 


(17.2) 表明 , WÈ n > 0, He > 0 充分 小 , 则 对 任意 充分 小 的 + 有 : 
p—fel@)tn < N, (ate) —N,(a—e) < rofe- (17.3) 


粗略 地 讲 , — fola) 是 那些 满足 uC) 之 7? 的 7 网 立方 体 C 的 个 数 所 服从 的 医 定 律 
的 指数 . 要 注意 的 是 , Sola) 不 是 满足 当 了 一 0 w(C(z,r)) = re 的 点 构成 的 集合 
的 盒 维 数 , 其 中 C(z,r) 是 包含 z 的 ” 网 立方 体 ; 粗 线条 谱 提 供 了 在 7 的 尺度 变化 
时 , 对 测度 u 的 相应 变化 的 一 个 总 体 的 描述 , 但 并 没有 给 出 4 在 任 一 点 处 的 极限 状 
况 的 信息 . 

由 于 式 (17.2) 的 极限 可 能 不 存在 , 因此 , 对 a > 0, 利用 下 面 两 个 式 子 分 别 定义 
上 的 下 多 重 分 形 谱 和 上 多 重 分 形 谱 : 


Int (N, (a +e) ~ N, (a — e)) 


fo (0) = lim im 一 jny (17.4) 
= _ <= ht (N, (a+ e)- N, (œa —e)) 
fola) = lim lim —Inr (17.5) 


其 中 a > 0. 

通常 直接 计算 粗 线条 多 重 分 形 谱 fo 会 很 困难 

例 17.1( 续 ) ”在 这 个 例子 中 , S Be 是 由 2* 个 长 度 为 3-* 的 区 间 组 成 , 并 且 
对 每 一 个 7, 它们 中 有 (C) 个 区 间 的 质量 等 于 王政 -", 这 里 (T) 是 通常 的 二 项 式 


r 
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系数 . 因此 , 不 失 一 般 性 , 假定 0 < pl < 1/2, 就 有 : 


N3-% (a) = > (*), 


r=0 


这 里 m 是 充分 大 的 整数 , 使 得 


k (In pg + aln3) 
In ps — ln pı l 


现在 可 以 估计 Na- la) 及 人 研究 它 的 项 定律 指数 , 但 是 这 十 分 和 烦琐, 下面 很 快 会 介绍 
一 种 更 好 的 方法 . 口 
FES AEM: 3qeRAr>0, CX Un qg RADA: 


pps T >3-**, ims 


M, (q) = >》 w(C), (17.6) 
Mr 


上 述 和 式 定 义 在 集 M 上 , 其 中 M, 是 由 满足 条 件 uC) > 0 的 7 网 立方 体 C 组 成 
的 集 类 . (5 g 是 负数 时 , 这 里 就 出 现 一 个 有 关 稳 定性 的 问题 : 如 采 立 方 体 C 仅仅 
WIRE j 的 支撑 spty 的 边界 , 则 uC) 可 能 会 非常 大 . 对 这 个 困难 有 许多 处 理 的 
办 法 , 例如 将 和 式 限制 在 中 心 部 分 与 sptw 相交 的 立方 体 上 , 但 这 里 不 继续 探讨 这 个 
问题 .) 通过 下 面 的 定义 来 确定 Mr(q) 服从 的 大 定律 的 性 状 : 


aed (17.7) 


假定 上 述 极限 存在 . 
这 些 矩 和 应 当 与 N; (a) 有 关 , 这 一 点 几乎 没有 什么 可 奇怪 的 . 运用 式 (17.1), 如 
果 g>0 且 a>0, 则 有 


M, (q) = > (C)! > r°% N,(a), (17.8) 
Mr 


FFA, 如 采 g < 0, 则 
M,(q) = 》 HA(C)9 > rO 4HC: C 是 7 网 立方 体 , 且 满 足 0< MC) <r*}. (17.9) 
Myr 


通过 勒 让 德 变换 , 从 上 面 的 这 些 不 等 式 可 以 得 到 fela) 和 B(q) 之 间 一 个 有 用 的 
KR: 对 于 a > 0, WR PAAR, W 6 的 惑 让 德 变换 fr 可 以 定义 为 : 


fila) = inf, {8(9) + ag}. (17.10) 
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勒 让 德 变换 有 一 个 对 下 面 的 研究 很 有 用 的 几何 解释 : 对 于 在 8 的 图 下 面 存在 的 、 斜 
率 为 -a W. LŽ L 的 直线 Lo W a, 8 的 勒 让 德 变 换 就 是 La。 和 纵 轴 相交 处 的 值 
( 见 图 17.2). / 

通过 上 面 6 的 勒 让 德 变换 可 以 容易 地 看 出 粗 线 条 谱 是 有 界 的 . 


B(q) 曲线 p 


L 


fla) = lq) + ag AS 
Dn q 


Ka) + - - ava] SS ~a (9; P(g)) 


图 17.2 Ba) 的 惑 让 德 变换 是 fL(a), 即 斜率 为 -a HURL. 与 6 轴 的 交 
命题 17.2 UAR 上 的 有 限 测度 , 且 假 定式 (17.7) 的 极限 存在 , 则 对 于 任 
eH a 20, 
f(a) < fo (a) < fr (a) (17.11) 
其 中 fr = 8 的 勒 让 德 变换 . 
证 明 KER q 之 0, 则 对 给 定 的 s > 0, 和 任意 小 的 7, 式 (17.8) MA (17.5) Fel 


ot i 
M, (q) > ret) N, (a +e) > retr folate, (17.12) 


由 式 (17.7) 可 得 

—B(q) <qla +e) -— fo (a) +e, 
因此 , 取 s 任意 小 , 即 得 fola) < B(q) +g. 在 式 (17.12) 中 用 a 一 e RE a, 通过 类 
似 的 论证 , 同样 可 以 证 明 当 q < 0 时 , 这 个 不 等 式 也 是 成 立 的 . 口 


A (17.10) 中 8 的 勒 让 德 变换 产 RA u ihe. 存在 许多 测度 , 其 勒 让 德 
谱 就 等 于 粗 线条 的 多 重 分 形 谱 , 也 就 是 说 , A (17.11) 中 的 等 号 是 成 江 的 . 


Bh 17.1( 续 2) ”回顾 一 下 , 在 这 个 例子 中 ，(”) 个 长 度 为 3-* 的 水 平 区 加 
各 有 质量 pip2“, 于 是 得 到 
k 


k r k-r 
Mz- (q) = > aE pa” = (pf + p3)". 


r=0 
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因此 
ma ,. InMs3-«(q)  ln(p] + på) 
— jm PMA) _ m Ma-rig) _ MP1 + P2) 
pla) nO —lnr jim —]n3-* In3 (17.13) 


OTH (3.14), 容易 看 出 , 通过 让 3“ 的 值 趋 于 0, 足 于 保证 7 也 趋 于 0.) 

4 的 勒 让 德 谱 来 自 于 6 的 勒 让 德 变换 , 也 就 是 在 ge R ER bla) + aq 的 最 小 
(E. 通过 基本 的 计算 可 以 得 到 , 这 个 最 小 值 在 gq 满足 下 式 时 达到 ， 
_Pilnp1 + p2 Inp2 

(pi + p3)In3 ` 
勒 让 德 谱 是 就 是 这 个 最 小 值 , 而 这 个 值 可 以 通过 以 9 为 参数 的 下 述 表 达 式 表示 : 


fala) = PPI +P) _ g@ilnpi + p3 Inpo) 
In3 (pi + p3) In3 


e = 


(17.14) 
图 17.3 显示 了 当 pi = 5,p2 = 3 时 fr (0) 的 图 . 就 像 在 17.3 节 中 即将 见 到 的 ， 
fala) = fola), 即 , 勒 让 德 谱 和 粗 线条 多 重 分 形 谱 是 一 致 的 D 


f(a) 0.8 


In 2/In 3 
0.6 


0.4 


0.2 


0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 


图 173 4 pi = Z, pa = 3 时 , 例 (17.1) 的 多 重 分 形 谱 


在 实际 情形 中 ,多重 分 形 谱 经 常 很 难 估计 和 处 理 .， 所 以 希望 通过 “ 计 盒 维 数 ” 
的 方法 来 计算 粗 线 条 谱 fo. 例如 , 如 果 yp 是 平面 上 某 个 动力 系统 吸引 子 上 的 一 个 
测度 , 位 于 每 个 7 网 正方 形 C 中 初始 点 近代 次 数 的 比例 , 可 以 用 来 估计 满足 ai < 
Inpo(C) /Inr < aini 的 正方 形 的 个 数 , 这 里 0 < a <… < ag. 对 于 不 同 的 7, 可 
以 通过 检验 这 个 直方 图 来 研究 N.a +e) 一 Nr(a — ©) 服从 的 笑 定 律 情 形 以 及 估计 
f(a). AM, 这 种 直方 图 方法 计算 速度 很 慢 而 目 运 算 很 复 淋 . 


254 第 17 章 多 重 分 形 测度 


一 般 来 说 , 通过 实验 用 拢 方法 来 决定 多 重 分 形 谱 是 比较 令 人 满意 的 . 因此 , 在 4 
的 一 个 变化 区 间 , 对 于 不 同 的 较 小 7, 可 以 得 到 式 (17.6) 中 矩 和 的 估计 , 并 且 通 过 个 
计 短 定律 的 行为 并 利用 式 (17.7) 来 估计 Lla): 6 的 勒 让 德 变换 给 出 了 的 勒 让 德 
谱 , 并 且 常 常 被 取 作 为 粗 线条 谱 . BOER MEA AK DT 


17.2 精细 多 重 分 形 分 析 


精细 多 重 分 形 分 析 直 接 考 虑 用 测度 的 局 部 密度 确定 的 分 形 . 设 /是 定义 在 R” 
上 的 测度 , 满足 0 < uR”) < co. 定义 上 在 点 x 处 的 局 部 维 数 或 Ho6lder 指数 为 : 
In p(B(z,”7)) 
In 


dimjoc (x) 一 lim m 


(17.15) 


如 果 这 个 极限 存在 的 话 . (更 一 般 地 , 可 以 通过 计算 上 局 部 极限 和 下 局 部 极限 来 计算 
上 局 部 维 数 和 下 局 部 维 数 , 这 里 对 此 不 深入 讨论 .) 下 面 研究 局 部 维 数 取 特 殊 值 的 那 
些 点 re R” 组 成 的 集合 . 给 定 a 20, 定义 

Fy = {x € R” :dimoc u(x) =a} = fz ER”: lim BHC er) = a . (17.16) 
因此 , Fs 包含 了 那些 局 部 维 数 存在 且 等 于 a WA. 

在 精细 多 重 分 形 分 析 中 , 主要 目的 就 是 在 a 的 一 定 范围 内 求 出 Fo 的 维 数 . 在 

大 部 分 令 人 感 兴趣 的 例子 中 , Fo 在 u 的 支撑 上 是 稠密 的 ; 因此 , 由 命题 3.4 可 得 
dim, Fy = dimpFo = dimp (spt) (XUA, 对 于 上 盒 维 数 相应 的 等 式 同样 成 立 ), 可 
以 看 出 , 在 区 别 Fa E, 计 盒 维 数 几 乎 不 起 作用 . 所 以 , 转 而 要 关注 的 是 由 式 


fu (@) = dimy Fa (17.17) 
定义 的 u 的 精细 (PMSA) 多 重 分 形 谱 或 奇异 谱 . (这 里 不 考虑 用 填充 维 数 类 似 定 


义 的 精细 填充 谱 .) 
显然 , 对 任意 的 a > 0,0 < fula) < dimy(spty) 成 立 , 并 且 根 据 命题 4.9(b) A: 


0 < fu (a) <a. (17.18) 


例 17.1 (3) ”用 通常 的 方法 , 可 以 将 康 托 尔 集 下 中 的 点 编码 成 为 (niz) 
的 形式 , 如 果 z 位 于 康 托 尔 集 构造 中 第 步 时 的 左边 子 区 间 上 , 则 i = 1; 如 果 位 
于 右边 的 子 区 间 上 , M i, = 2 . 然后 , 再 用 nj (ale), 5 = 1,2 表示 z 的 编码 序列 前 
位 数 中 数 了 出 现 的 次 数 , 则 有 p(B(z,3-*)) = ppl p52!) Bp 


p(B(x,37*)) _ —1 ¢mi(z|r) n2(x|k) 
ln — n3 F = 73 ( p Pit In pe). 
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于 是 , 如 果 nj(z|k)/k 一 Qj, j = 1,2, Nae Fo, XE a = 一 (ai ln pı + ae In po) /1n3. 
在 这 个 例子 中 , 现在 可 以 计算 出 fala) = dimy Fa, 恰好 与 命题 10.1 中 的 一 样 , 并 且 
这 也 给 出 了 与 式 (17.14) 等 价 的 参数 表达 式 . 在 下 一 节 中 , 将 给 出 正式 的 计算 , 并 在 
更 一 般 的 条 件 下 讨论 这 些 内 容 . o 
正如 集合 的 究 斯 多 夫 维 数 不 能 大 于 它 的 盒 维 数 一 样 , 在 精细 谱 和 粗 线条 谱 之 间 
也 有 一 个 基本 的 不 等 式 . 
5| 理 17.3 设 / 是 及 ”上 的 有 限 测 度 , 则 对 任意 a 之 0, 有 


fula) < fola) < fela). (17.19) 


证 明 A (17.19) 右边 的 不 等 式 是 显然 成 立 的 . 对 于 其 左边 的 不 等 式 , 只 证 明 u 
E R 上 的 测度 的 情形 ; 除了 用 比较 球 和 立方 体 的 测度 代替 比较 区 间 上 的 测度 外 , 对 
n > 2 情形 的 证 明 与 这 里 的 证 明 是 完全 类 似 的 . 

固定 a > 0, WWE f = fula) = dimy Fo, 并 且 可 以 假设 f > 0, 给 定 0< <s < f, 
则 HÍ- (Fa) = œ. AS (17.16), 并 利用 Egoroff 定理 , 存在 满足 条 件 Hi- (Fo) >1 
的 集合 FIC Fa, 以 及 数 co > 0 使 得 对 任意 的 ze FO 和 任意 的 0<r < co, 有 


3rote < p(B(z,7)) < 2e-ara-e (17.20) 


可 以 选择 满足 0 < ô < 53co 的 8 HE HE (FQ) > 1. 
对 于 7 <6, 考虑 那些 与 相交 的 > 网 区 间 (形式 为 mr (m+ 1)r], m € Z). 
这 样 的 区 间 工 包含 Fs 的 一 个 点 r, 并 满足 


B(x,r) C I JILLUR C Blz, 2r), 
其 中 1, 和 Ip 分别 是 紧 挨 着 了 的 左边 和 右边 的 > 网 区 间 . 由 式 (17.20) @: 
3rote < p(B(z,7)) < p(TIUILUIR) < (B(x, 2r)) < ro-s， 

即 有 : 

rote < p(l) < rc 一 。， (17.21) 
it Io ÆI, Ir Al IR 三 个 之 一 . 由 HEE 的 定义 , 至 少 有 rI HEE (F?) > rei A 
不 同 的 网 区 间 与 FQ 相交 , 因此 至 少 有 Eri 个 不 同 的 " 网 区 间 满 足 式 (17.21) (8 
意 到 任意 两 个 区 间 了 工 或 者 被 2r 的 间 隅 区 分 开 , 或 者 是 来 自 于 两 个 不 同 的 Io). A, 
总 绪 以 上 知 , 对 于 7 <ð, 


N,(a@ +€) — Nr(a — €) > zr f, 


1 
9 
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所 以 由 式 (17.4) 得 , f(a) > f 一 e; 由 于 此 不 等 式 对 任意 的 正 数 < 都 成 立 , 即 可 得 出 
f(a) 2 f = fulo). 口 

正 像 前 面 遇见 的 许多 分 形 具 有 相同 的 盒 维 数 和 察 斯 多 夫 维 数 一 样 , 许多 通常 的 
多 重 分 形 测度 也 具有 相同 的 粗 线条 谱 和 精细 谱 ; 也 就 是 说 , A (17.19) 中 的 等 号 成 
立 . 下 一 节 将 说 明 自 相似 测度 的 情形 就 是 具有 此 种 性 质 的 测度 . 

为 多 重 分 形 的 目的 , 通过 建立 合适 的 察 斯 多 夫 类 型 测度 , 可 以 在 精细 的 分 析 理 
论 中 定义 量 Bq), 它 起 到 了 一 个 相似 的 作用 , 这 就 如 在 粗 线 条 理论 中 的 式 (17.7). 
B(q) 的 勤 让 德 变换 确定 了 精细 分 形 谱 的 一 个 上 界 , 而 在 许多 情形 中 它 也 给 出 了 这 个 
谱 的 真 值 . | 


17.3 BRUSH 


本 节 将 计算 R 上 的 目 相 似 测度 的 精细 多 重 分 形 谱 , 前 面 的 式 (17.1) 是 它 的 一 
个 特殊 情形 . 自 相 似 测度 不 仅 本 和 喘 是 很 重要 的 , 而 且 在 这 其 中 所 描述 的 方法 也 可 以 
用 在 很 多 其 他 测度 上 . 

考虑 支撑 在 R 的 子 集 F 上 的 目 相似 测度 u, 设 51,…,Sm: R 一 R eV 
c1,… ,Cm 为 压缩 因子 的 相似 压缩 映射 . 如 第 9 章 中 一 样 , TARR {S1,---, Sm} 
有 (唯一 的 、 非 空 、 紧 的 ) 吸引 子 PCR. 这 里 要 假定 强 分 离 条 件 成 立 , 即 存 在 闭 区 
间 了 使 得 对 任意 i 有, Si(1) CI, 并且 当 iZ jit, SANSU) = a. 

如 第 9 章 中 一 样 , 可 以 用 有 限 序列 Z = {(t1,---,4e) 1 SiS m} 表示 下 的 目 
然 构造 中 的 区 间 , 对 于 Te 中 的 一 个 特定 序列 , 用 i = (di, - ++, te) 表示 Te 中 的 一 个 
典型 的 区 间 . 于 是 : 


Í; = diie ik = Si, O.O Si, (I) . (17.22) 
为 了 方便 起 见 ， 假设 |Z| — 1, 于 是 ， 对 i = (i1, - ik) E Lr, 有 
| 五 | = ci = Ci, Cig ** + Cip- (17.23) 


可 以 通过 重复 细 分 来 定义 支撑 在 F 上 的 自 相 似 测度 u. 设 pis Pm 为 “ 概 
a” BY “质量 比 ”， 也 就 是 说 ， 对 任意 的 t, Pi > 0 且 > ,1 Pi = l. 继续 将 区 间 lis, ig 
上 的 质量 分 别 以 比例 pr: … : pm 分 配 到 airat t o’ Ta 土 , 这 样 就 在 下 上 
定义 了 一 个 质量 分 布 y( 见 命题 1.7). 因此 
HAT) = Pi = Pi Piz ** Pip- (17.24) 
容易 看 出 , uw 是 自 相 似 测度 , 这 就 意味 者 对 任意 集 4 有 


n(A) = 2_pin(S7" (A)). (17.25) 
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下 面 , 给 定 任意 实数 q, 定义 6 = pl) 是 满足 下 式 的 正 数 : 
Ss pie? @ 21. (17.26) 


由 于 0 < ci, pi < 1 这 样 的 数 bla) 是 存在 的 且 是 唯一 的 . 此 外 , 8: ROR 是 不 增 的 
函数 , 且 满 足 : 


„ïm | B{q) = oo 和 dim (q) = —00. (17.27) 
在 等 式 (17.26) 两 边 对 q KF, 可 得 ， 
(q) dg 
0 一 Yo tet (np, + ing), (17.28) 


再 次 求 导 即 有 : 


0 = > pic; Bla) oF ines + | ln p; + — Inc; . 
? ] z 
d 
因此 ， 


TA >0 PH A SCT «Ws 而且 要 也 有 的 11m ne 


不 全 一 样 , 那么 s > 0, 所 以 6 还 是 严格 凸 的 ; 为 了 避免 退化 情况 , 就 假定 这 个 条 
fF MIL. 

下 面 将 证 明 精 细 (EWER) 多 重 分 形 谱 , Jula) = dim Fo, 是 6 的 勒 让 德 变换 ， 
和 前 面 一 样 , 这 里 6 的 勒 让 德 变换 f 定义 为 


f(a) = coo Bla) + ag}, (17.29) 


如 果 上 式 是 有 限 的 话 ， 因 为 6: R 一 R eR, 所 以 存在 a 的 变化 范围 , 记 
a E [amin, amax] 在 此 范围 内 , 8 的 图 支撑 在 斜率 为 -a WERE, 并 且 对 于 这 样 的 
a, 支撑 线 是 唯一 的 (因此 -amin 和 -amax 是 6 的 图 的 渐 近 线 的 斜率 ). TÆ, 6 的 
勒 让 德 变 换 j : [amin ama] 一 R 就 是 Le 与 纵 坐 标 轴 相交 处 的 值 (可 再 次 参见 图 
17.2). 显然 , f 对 a 是 连续 的 . 

由 于 8 是 严格 凸 的 , 对 给 定 的 a, A (17.29) 中 的 下 确 界 在 唯一 的 q= qla) 处 
达到 ; 对 8(g) + ag 求 导 并 使 其 值 等 于 0, MA: 


dg 
Q = dq’ (17.30) 


所 以 
f(a) = aq + Bla) = -qa + Lla). (47.31) 
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注意 到 , 对 任意 的 9 E€ R, 8 ER 以 及 aE (amin, ama) 只 要 知道 其 中 一 个 , 就 可 以 
根据 式 (17.26)、 式 (17.30) AA (17.31) 确定 另外 两 个 . 运用 式 (17.30) 和 式 (17.28) 
的 变换 可 得 : ~ F 
— ij 二 1 Di ci Inp; 
a= Sn pP inc pie mee (17.32) 


通过 观察 这 个 表达 式 , 我 们 可 以 发 现 : 
Qmin = min Inp;j/Inc; 和 Omax = pmax, Inp;/ ing, (17.33) 


并 且 这 两 个 数 关 于 q 分 别 趋 于 ce 和 一 ox. 
只 要 数 {lnpi/ lnci} 呈 1 都 互 不 相同 , 就 有 flamin) = flama) = 0( 见 练习 17.8). 
在 式 (17.31) 的 两 边 同 时 对 a 求 导 , 并 且 运 用 式 (17.30), 就 有 


of 一 ac 十 9 十 Tsa (17.34) 
由 g 随 a 的 增加 而 减 小 可 知 , f 是 a A PR. 

4 取 某 些 特殊 值 时 的 情形 特别 有 趣 ( 见 图 17.4). 如 果 g = 0, 则 B(q) = dimy F = 
dimy (spt), 比较 式 (17.26), 可 得 式 (9.13) 的 维 数 公式 ; 更 进一步 , 通过 式 (17.34), 
g 二 0 对 应 于 f(a) 的 最 大 值 ; FH, dimy F = dimy(sptu) = maxa f(a). 

X q= 1 时 , 式 (17.26) 意味 着 B(q) = 0, 因此 , 由 式 (17.31) 知 f(a) =a. WH, 
df(a)/da = q = 1, 所 以 曲线 f(a) 位 于 直线 f = a 的 下 面 , 并 且 这 两 条 线 在 g=1 
点 处 相 切 . 后 面 , 很 快 就 会 得 出 a(1) = f(a(1)) = dimy p, 其 中 ， 


dimy 1 一 inf{fdimr 五 :五 是 满足 ME) > 0 的 博 雷 尔 集 } (17.35) 


是 测度 u hèi kR. 因此 , u 的 维 数 就 是 /所 凝聚 的 有 效 部 分 的 集合 的 维 数 . 
现在 可 以 阐述 日 相似 测度 多 重 分 形 谱 的 主要 结论 , aM SARS RARE 
A (17.29) 通过 Bl(g) 的 勒 让 德 变换 得 到 的 , 其 中 pla) 是 由 式 (17.26) 定义 的 . 
定理 17.4 设 凡 是 如 上 定义 的 自 相 似 测度 , 并 设 


Fa = {x € R” : dimjo, u(x) = a}. 
tok Q ¢ (min, @max|; 则 Fa = Ø; 并 且 如 采 aE [Qmin; max], 则 
fala) = dimy Fy = f(a), | (17.36) 


其 中 f 是 Bq) HME RM. 
这 里 先 给 出 这 个 定理 的 简单 的 部 分 证 明 , 然后 再 给 出 其 稍微 完整 的 证 明 . 


17.3 自 相 似 多 重 分 形 259 


图 17.4 典型 的 目 相似 测度 的 多 重 分 形 函 数 的 形式 : (a) 6 (q) 曲线 ; (b)“ ZENE 
RP J (a) = dimy Fa, EÆ L (q) 的 勒 让 德 变换 


按 通 常 对 此 类 问题 的 处 理 方法 , 是 通过 其 部 分 区 间 而 不 是 通过 球 B(x,7) 来 
重新 定义 Fy. 对 x E spty, 设 rlr) 表示 包含 zx 的 有 水 平 区 间 Li,- i 下 面 的 论证 
中 将 把 集 I(x) 和 球 B(z,7) 来 回转 换 , 其 中 | 六 (zj| r 是 可 比较 的 . 

引 理 17.5 Ate cer A 


dinaloc u(x) = lim In p(B(r, 2) — lim In (k(x) 


一 . 17. 
r—0 Inr k—>oo in [Ie (x)| ( 7.37) 


上 式 中 的 两 极限 同时 存在 或 同时 不 存在 , 特别 地 ， 


B -Inputz)) 
F, = fz EF: lim ao = a | (17.38) 
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证 明 令 b = Mini<i<m Z|, 并 令 d 表示 区 间 l, n) , Im 之 间 的 最 小 距离 ， Hi 
TEF, 0<r<1, Rk ERFARE eR: 
Ie (x)| < r < Hr-1(£)] < bli (2)]. 


那么 Ik(£) C B(x,r) H B(z,dr) QE C I(x), AF (£) 和 任意 大 水 平 区 间 的 距离 
至 少 是 dl 六-1i(z)| > dr, 则 


p( B(x, dr)) < wUe(z)) < p(B(T, 7)). 


因此 ， 
In u(B(z,dr)) _Inp(B(w,dr)) _ nplle(@)) Inj(B(z,7) 
In(dr) — Ind lar ` InlIp(a)| In br 
_ Inp(B(z,7)) 
mod+1nr — 
& r — 0, 也 就 是 上 一 oo, 即 得 证 . 口 


我 们 将 给 出 上 界 dimy Fu < fla) 的 直接 证 明 , 其 中 包含 了 在 区 间 限 制 类 上 求 
和 的 思想 , 在 多 重 分 形 理论 中 经 常用 到 这 种 技巧 . 

定理 17.4 的 部 分 证 明 首先 证 明 对 g > 0, 有 f(a) < Big) + qa: RIF 
与 的 变化 外 , q 和 0 的 情形 也 类 似 可 证 ( 见 练 习 17.13), 因此 对 ¢ 的 所 有 值 都 有 ， 
dimy Fo < F(a). 

RWe>0, 用 Qk 表示 满足 条 件 

lete < phi) (17.39) 
得 : 
` |z; Prete) < >》 VA (I;)? 


lEQk i€ Qk 


< ` LE}? oi) 


i€Z, 
一 >, (Ci, Ciz t Cik 六 (Di, Piz n7 ‘Di, )" 


?1 天 


m k 
一 (Soot =|. (17.40) 
1=1 
对 于 每 个 整数 KK, 记 


Ff = {x€ F: u(Ikl£)) 2 kla), EË k 2 K}. 
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则 对 于 任意 有 > K, 由 式 (17.39) RFE c Uco, ii 由 于 对 大 水平 区 间 五 有 
Wil < c, 其 中 cc = maxigigm ci 因此, 由 式 (17.40) 可 得 HE Fete) (FK) <1. 
& k > œ, WA Hotter (FR) < 1, BI dimy(F*) < B+q(ate). {A 
A (17.38) 知 Fo C Ur, FX, MR np, (z)|/ In [Le(x)| 一 a, 则 对 充分 大 的 k, 
有 wn (x)) > Te (x)|°r*. 因此 , 对 任意 s > 0, 有 dimy Fe < 8 + qla +€), 即 得 
dimy Fy < 6+ qQ. L 

[# 这 个 计算 的 余下 部 分 可 以 省 略 .| 

现在 给 出 定理 17.4 的 完整 的 证 明 . 记 


® (9,8) = > pice, (17.41) 
i=1 
其 中 9,8 < R, P(g) 是 通过 等 式 Ala Bla) = 1 来 定义 的 ( 见 式 (17.26). 需要 利用 
下 面 的 引 理 来 给 出 的 © 在 点 (q, 8(g)) 附近 的 估计 . 
引 理 17.6 ”对 任意 e > 0 和 任意 充分 小 的 6 > 0, 下 面 两 个 不 等 式 成 立 : 
$lg+o,0(g)+(—a+t+e)d) <1 (17.42) 
(q — ô, B(q) + (a+ £)ô) < 1 (17.43) 


证 明 ”我 们 已 知 d8/dq = —a, 则 如 果 6 充分 小 , 可 得 关于 q 的 展开 式 : 
B(q + 6) = blq) — ad + O(6°) < Blg) + (—a + €)6. 


由 于 lq +ô, bl +i) = 1, 且 $6 关 于 第 二 个 变量 是 递减 的 , 故 不 等 式 (17.42) 成 立 . 
用 类 似 的 方法 可 以 证 明 不 等 式 (17.43) 也 是 成 立 的 . O 

为 了 证 明定 理 17.4, 对 于 每 个 a, 可 以 确定 一 个 凝聚 在 Fe 上 的 测度 v, 并 且 研 
究 当 7 一 0 时 , v(B(x,7)) 服从 的 玫 定 律 的 性 状 , LAER Be A et 4.9 ER Fa 的 
维 数 . 给 定 9g ER 和 6 = pla), A (17.26) 保证 了 可 以 通过 重复 细 分 的 方法 在 spty 
上 定义 一 个 概率 测度 v, 使 得 对 每 个 ( 订 ,…,ik), 有 


v(Ii ir) = (Pi Pia + Pin) (Ci, Cig Ci)”, (17.44) 


并 且 可 以 用 通常 的 办 法 将 其 拓展 成 上 的 一 个 测度 . 
对 任意 的 i= ( 订 ,……,ix), 式 (17.23) 和 式 (17.24) 给 出 了 上 度量 五 的 三 种 方法 : 


Mil=a, wh)=pi, vi) = pie}. (17.45) 


PRN Mae TITAS BB BNET. 
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命题 17.7 设 g,B,a 和 上 的 定义 如 上 所 述 , Av 是 由 式 (17.44) 所 确定 的 测 
Fe, 则 | 
(a) d (Fa) =1, 
(b) 对 任意 的 TE Br-O0W, A lnv(B(z,r))/Inr - f(a). 
WEBA 给 定 s > 0, 则 对 任意 的 6 > 0, 运 用 式 (17.45) 及 多 项 式 的 展开 得 : 
v{x: w(Ie(x)) > |Ik(2)| 一 zf{z:1T 和 AD) (zl } 
< J EE Mele) dva) 


= >> aPC Y) 


iETk 


ð —a)d 
一 >》 pro 


ict, 


m k 
_ (Soars) 


= (a+ ô, B + (€—a)6)}", 
其 中 理由 式 (17.41) EX. 选择 6 充分 小 并 利用 式 (17.42) 可 得 
v{x :ME(z)) > [Ie (2)| 7} < 7°, (17.46) 
这 里 7 < 1 且 不 依赖 于 ,于 是 


v{z : FHE k > K, 18 u(Ie(x)) > Mla) $ a aa). 


k=K 
因此 对 于 > 几乎 所 有 的 z, A: 


_, mallz)) 
k= In |Ii,(2)| 


上 式 对 于 任意 的 s > 0 都 是 成 立 的 , 于 是 就 得 到 了 下 式 中 左边 的 不 等 式 


了 AGRO -这 Inpde(z)) 
a< lim < lim Sa. 
kooo In|Iz(x)| ` k>œ In |I,(x)| 


2a eé. 


利用 式 (17.43) 去 估计 v{z : uA) < Mla) ety, 用 类 似 的 方法 可 以 证 明 右 边 的 
不 等 式 . 由 式 (17.37) 可 以 得 到 , 对 v 几乎 所 有 的 x, 有 


. 1 meUe(e)) _ 
dmi MO) > hji] ® 


7 
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于 是 有 v(Fa) = v(F) = 1. 
对 于 (b), 由 式 (17.45) 可 得 : 


inv(Is(z) __ Inwlle(@)) mi 人 


mi) ni) + ml) (17.47) 

因此 , 对 任意 ze Fa, 当 上 一 œ, 运用 式 (17.31) 得 
ee + qa+ B= f. (17.48) 
应 用 式 (17.37), 并 用 v RẸ u, 可 得 (b) 是 成 立 的 . o 


现在 可 以 来 证 明 本 节 关 于 自 相 似 测度 的 多 重 分 形 谱 的 主要 定理 17.4. 
定理 17.4 的 证 明 由 式 (17.45) 可 得 : 


k 
In 从 (五 ) — 2j=1 In Pi; 
ml Dime) 


其 中 i = (41,---, in), 因此 根据 式 (17.33), MER i, 有 In 4(5)/ In || E lamin, amax|. 
由 式 (17.37) 中 的 In B(z,r)/Inr 的 极限 可 知 , mA(G)/D 全 | 唯一 可 能 的 极限 点 在 
[Qmin; @max| H, 等 别 地 ， 如 果 Q ¢ [Omin, @max|; 则 Fy = Ø. 

如 果 a € (min, Omax), 那么 由 命题 17.7, 存在 凝聚 在 Fa 上 的 测度 v, 满足 对 任 
意 的 x € Fa, A lim,—o Inv(B(z,r))/Inr = f(a), 因此 式 (17.36) 可 以 由 命题 4.9 得 
到 , 至 于 a = amin 和 a = amax 的 情形 , 请 参见 练习 17.14. 口 

FE, 对 于 自 相 似 测 度 , Fo 的 维 数 可 以 由 式 (17.26) 中 la) 的 勒 让 德 变换 得 到 、 

sptu 的 维 数 和 测度 4 的 维 数 可 以 很 容易 地 利用 多 重 分 形 谱 求 得 (A (17.35)). 

命题 17.8 Bh u Sho LPR ArmA, 把 w = ald) 作为 9g HK. 

(a) 当 a = a(0) 时 , fia) 取得 最 大 值 , LAX f(a(0)) = dimy spty. 

(b) f(a(1)) = a(1) = dimy py. 

证 明 ”注意 到 (a) 和 f(a(1)) = all) ER (17.34) 的 一 个 直接 推论 . 对 于 测度 
u 的 维 数 , 由 式 (17.26), 如 果 q = 1, 则 8 = 0, 因 此 , 由 式 (17.44), 测度 上 与 测度 /是 
一 致 的 . 于 是 , 根据 命题 17.7, (Faa) = 1, 并 且 对 任意 的 z € Faa), dimoc w(x) = 
f(a(1)). 因此 , 由 命题 4.9, 对 任意 满足 uE) > 0 的 E, A dimy E = f(a(1)), Fe, 
由 式 (17.35) 中 测度 的 维 数 的 定义 , 即 知 (b) 是 成 立 的 . 口 

下 面 可 以 证 明 自 相似 测度 的 粗 线条 谱 也 等 于 f(a), 即 是 6 的 勤 让 德 变换 . 

命题 17.9 ” 设 风 是 如 上 所 述 的 定义 在 了 上 的 自 相 似 测度 , 则 对 满足 q 之 0 的 
任意 Qa 二 a(g), REFA: 


folo) = fola) = fala) = fla). (17.49) 
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证 明 首先 , 由 定理 17.4 和 引 理 17.3 知 , f(a) = fala) < f(a) = fola), X 
中 粗 线 条 谱 是 由 式 (17.4) MA (17.5) 给 出 的 . 

为 了 证 明 反 问 的 不 等 式 , Wd RRL 与 Hm) ER, 其 中 i Zj Hid 
a 二 2/d, 给 定 7 < a ,用 QQ 表示 所 有 i= (i1, eik) E Ik 的 序列 组 成 的 集合 , 这 
里 [In i] Sar, 但 是 [fa | > ar. WR ieg, WE 


abr < 1A = Ci [ar, (17.50) 


其 中 心 = minigigm Gi. ERE F 中 的 每 一 点 恰好 位 于 iee 的 一 个 集合 五 上 , 并 且 
对 于 不 同 的 ij eQ, BG EW I BAG dar = 2r 的 间隔 . 

假设 g > 0, 并 设 8,a 和 f 是 相应 于 式 (17.26)、 式 (17.30) MA (17.31) 给 出 的 
值 , 则 由 式 (17.50) 和 式 (17.31), A: 


#AIE Q: wi) > a "IH }=#{lie Q 2 1 < (aiy 
=# {iE Q:1< apic T} 
<a%t pc" 
iEQ 
=a°t 》 piP cr 
IEQ 
<a% (abr) Ho 》 pie? 
iEQ 
<a®™(ab) fr f, 
其 中 等 式 Decori d = 1 是 通过 不 断 地 重复 细 分 Di phe = pic? 而 得 到 的 . 因 
为 每 个 > 网 区 间 至 多 与 ie Q 的 一 个 集 五 相交, 那么 由 式 (17.1) 中 N, (a) 的 定义 ， 
并 运用 式 (17.50), 可 得 : 
N,(a)=#{C: C 是 网 区 间 , HWE aC) > r°} 
<#{ie Q : pi) 2a *|F|"} 
< a (ab) frf), 


于 是 , 存在 一 个 数 c, 使 得 对 充分 小 的 < 和 7, 有 : 
N,(a +e) — Nla — €) < Nrla te) < erft, 


因此 , 由 式 (17.5), 对 任意 > 0, fola) < fla +£), 由 于 了 是 连续 的 , 即 得 fola) < 
f(a). 口 
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对 相应 于 q < 0 时 的 a, 前 面 定 义 的 粗 线 条 谱 的 性 状 不 足 于 使 它 具 有 式 (17.49) 
中 的 等 式 关 系 . 

例 17.1( 续 4) 利用 命题 17.9, 可 以 完成 对 这 个 例子 的 分 析 . 由 于 gla) = 
In(p? + p3)/1n3, u 的 粗 线条 谱 和 精细 谱 都 等 于 bla) 的 勒 让 德 变换 f(a), 即 对 任 
E a c [amin Omax|, fela) = fala) = f(a), 其 中 amin = mins=12 lnpi/( 一 ln3) 和 
amax = maxi=1,2 ln p;/(— ln 3), 与 前 面 一 样 , 这 将 导出 式 (17.14) 给 出 的 f 的 参数 表 
KA. 

上 面 这 些 方法 可 以 进一步 推广 到 许多 多 重 分 形 测度 上 ; 特别 地 , 自 相 似 测度 的 
多 重 分 形 谱 的 微分 可 以 训 无 困难 的 应 用 到 R 上 的 上 自 相似 测度 中 , 并 且 区 间 Si) 
的 分 离 条 件 可 以 减弱 成 开 集 条 件 . 


17.4 EICHIS SMM 


目前 有 大 量 关 于 多 重 分 形 的 著作 , 也 可 以 用 许多 特殊 的 测度 来 计算 多 重 分 形 谱 . 
这 里 只 提供 了 一 小 部 分 参考 文献 , 一 些 更 详细 的 内 容 可 以 在 其 中 找到 . 

从 分 形 的 观点 对 测度 进行 研究 的 思想 见 Mandelbrot(1982), 也 可 参见 Mandel- 
brot(1974). Frisch and Parisi(1985) 以 及 Halsey et al. (1986) 将 勒 让 德 变 换 引 
进 到 多 重 分 形 分 析 中 ; 各 种 非常 基本 的 方法 由 Evertsz and Mandelbrot(1992), Fal- 
coner(1997), Feder(1988), McCauley(1993) 以 及 Tél(1988) 给 出 . 作为 多 重 分 形 的 范 
围 广泛 的 评述 和 综合 文献 , Mandelbrot Hy (#912) (Selecta)(1999) 包含 了 许多 已 经 发 
表 的 论文 , 其 中 包括 关于 多 重 分 形 上 更 广泛 的 研究 和 大 量 的 参考 书籍 . Harte(2001) 
给 出 了 对 此 理论 的 一 个 基本 处 理 方 法 , 特别 地 , 还 提出 了 谱 的 统计 估计 . 

应 用 在 多 重 分 形 理论 中 的 测度 理论 包括 肾 斯 多 夫 类 型 测度 的 运用 以 及 不 同类 
型 谱 之 间 的 联系 , 这 方面 的 内 容 见 Brown, Michon and Peyriére (1992), Olsen(1995) 
以 及 Pesin(1997). 关于 粗 线条 谱 的 详细 信息 见 Riedi(1995). 

自 相 似 测 度 的 分 析 见 Cawley and Mauldin(1992) 以 及 Edgar and Mauldin(1992) 
和 Olsen(1994), Olsen 还 将 其 延 拓 到 基于 图 的 测度 的 构造 . 具有 无 穷 相 似 性 的 目 
相似 多重 分 形 见 Mandelbrot and Riedi(1995) 以 及 Mauldin and Urbariski(1996). 
Mandelbrot(1974), Kahane and Peyriére(1976) 以 及 Olsen(1994) 将 其 推广 到 随机 
自 相 似 测度 ，Patzschke(1997) 将 其 推广 到 自 仿 射 测度 和 弱 分 离 条 件 ， 基 于 癌 量 值 
的 多 重 分 形 见 Falconer and O’Neil(1996). McMauley(1993), Simpelaere(1994) 以 及 
Pesin(1997) 考虑 了 发 生 在 动力 系统 中 的 多 重 分 形 测度 . Jaffard(1997) 从 多 重 分 形 的 
观点 讨论 了 函数 的 局 部 形式 . 

许多 关于 多 重 分 形 性 状 的 其 他 有 意思 的 问题 , 诸如 人 负 维 数 的 解释 , 见 Mandel- 
brot(1991); 多 重 分 形 的 几何 性 质 , 比如 其 射影 下 的 性 状 、 相 交 和 积 等 , 见 Olsen(2000). 
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17.1 试 求 8(g) =e"? 的 勒 让 德 变换 . 

17.2 设 m, p Æ R” 上 具有 不 交 文 撑 的 有 限 测度 , 定义 v= m t+ pe. 证明 fála) = 
max{ fala), fa(a)}, 其 中 fala), fale) 和 fale) 分 别 是 v,e 和 po 的 之 斯 多 夫 谱 . 说 明 
fala) 在 a 不 等 于 零 的 范围 内 不 必 是 四 的 . 

17.3 Bu ÆR CHARM, 并 设 g: R” > R” 是 双 利 普 希 获 函数 . 定义 R" 上 
的 像 测度 v 为 (A) = pl(g (A)). 证 明 当 局 部 维 数 dimloc p(x) 和 dimioc v(g(x)) 存在 时 , 这 
两 个 维 数 相等 ; 因此 可 以 证 明 由 式 (17.17) 给 出 的 fala) 对 于 v 和 4 是 相同 的 . 

17.4 B u 是 支撑 在 “由 去 掉 区 间 中 间 一 半 而 生成 的 ” 康 托 尔 集 上 的 自 相似 测度 ， 即 
ci = c2 = 1/4, 按 比 例 pl : p 将 质量 重复 分 配 到 其 左右 部 分 , 这 里 pip: WE: pi 十 pa = 1， 
和 pı < po. 证 明 8(q) = In(p 十 p2)/ In4. 因此 , 可 以 通过 参数 g 求 出 a 和 f- 

17.5 设 是 练习 17.4 中 康 托 尔 集 上 的 目 相 似 测度 , 对 于 q > 0, 估计 式 (17.6) 中 的 
EA [提示 : 首先 考虑 r= 47 的 情形 ]. 因此 表明 式 (17.7) 中 的 8(q) 与 练习 17.4 中 的 是 一 
致 的 . 

17.6 设 风 是 以 长 度 比 为 cl = 1/2, ca = 1/4 的 康 托 尔 集 为 支撑 , 按 质量 比 pi 和 ps 重 
复 细 分 而 构造 出 的 自 相 似 测度 , 试 给 出 8(q) 精确 的 表达 式 . 

17.7 By EB 17.1 定义 的 测度 , 6 由 式 (17.13) 给 出 , 证明 B(q) — B(—@) = qln(pip2)/ 
In 3; 因此 , 由 式 (17.10) 中 勒 让 德 变 换 得 到 的 多 重 分 形 谱 fla) 是 关于 a = 一 In(pip2)/21n3 
对 称 的 , 也 就 是 f(a) = f(—In(pip2)/in3 — a). 

17.8 i u 是 例 17.1 定义 的 测度 , 0 < pl < pa <1, 8 AX (17.13) 给 出 . 证 明 对 
于 充分 大 的 q, Lla) = qln pz/ In3 + o(1); 并 推导 当 q 为 绝对 值 充分 大 的 负数 时 的 类 似 的 表 
达 . (这 里 o(1) 是 当 q 一 00 而 趋 于 0 的 q 的 函数 ;) 分 析 8(q) 图 通过 原点 的 渐进 线 ; 并 证 明 
amin = — ln p2/ ln 3, @max = —Inpi/n3 BR f(amin) = f(amax) = 0. 

17.9 对 于 17.3 节 讨 论 的 自 相 似 测度 , 证 明 对 amin < a < Omax, A d? f/d? < 0; A 
此 f(a) 曲线 是 严格 四 的 . 

17.10 对 式 (17.26) 定义 的 8, 证 明 如 果 0 < q < 1, WI B(q) < 1 一 9; 如 果 q 2 1, WW 
Aq) > 1 一 q. (提示 : 运用 Holder RFR: Dabi < (Dra) “(Sew)”, seep 
l<p<o%,1/p+1/p =1.) 

17.11 Ky Æ R 上 的 有 限 测度 ，proj 表示 给 定 直 线 L 的 投影 定义 py 到 工 上 
的 投影 为 ，(proj 4)(4) = jy{z € Rê: proj ze A}, 其 中 4 C L. 对 于 ze R?, 证 明 
lim,—o In((proj 4)(Br(proj z,r)))/Inr < limo Inp(B(z,7))/In7, 其 中 Brlyr) 是 二 上 
的 中 心 是 y, 长 度 为 2r 的 区 间 . 

17.12 适当 修改 “定理 17.4 的 部 分 证 明 ， 证 明 : 对 相应 于 q < 0 情形 的 a, 8 
dimy Fa < B(q) + qa. (提示 : 考虑 满足 条 件 AD < E 的 区 间 I HAR E te.) 
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17.13 扩展 “定理 17.4 的 部 分 证 明 ” 来 证 明 对 相应 的 g>0 的 a 有 
dimu{re F: Jim In (Tn (x))/ nz < a} < f(a). 


17.14 4 a = amin 时 , WEHA (17.36). (提示 : W a 充分 接近 amin, 并 注意 到 用 “对 
任意 使 得 In p(B(z,7))/ In7 < a 成 并 的 z, 有 lim,solnv(B(z,r))/Inr < f(a)” 取 代 命 题 
17.7 中 的 (b), 此 命题 仍然 成 并.) 


第 18 章 物理 应 用 


浮云 的 边界 、 山 峰 的 轮廓 、 海 岸 线 、 闪 电 的 分 又 .…… 以 及 许多 其 他 自然 界 
的 物体 , 用 分 形 术 语 来 描述 其 形状 要 比 用 经 典 几 何 中 的 育 线 和 光滑 曲线 来 描述 好 得 
多 ， 所 以 , 分 形 数学 应 该 很 适宜 用 来 作为 这 些 自然 现象 的 模型 , 也 适宜 用 来 对 它们 
进行 预测 

然而 , 将 分 形 几何 的 数学 应 用 到 现实 生活 的 例子 中 还 存在 着 相当 大 的 困难 . 比 
如 说 , 一 般 可 以 通过 计算 边 长 为 6 的 网 正方 形 与 英国 海岸 线 相交 的 正方 形 的 个 数 
No, 来 估计 这 个 海岸 线 的 盒 维 数 ; 对 从 20m 到 200km 范围 内 的 5 值 , 以 -In6 为 横 
ABR, 以 In Ns 为 纵 坐 标 绘 出 的 图 非常 接近 于 斜率 大 约 为 1.2 的 直线 . TE, 对 这 样 
的 5 值 , RER Ns ~ 常数 x6-12 是 成 立 的 , 即 在 这 个 尺度 范围 内 , 认为 海岸 线 的 
维 数 为 1.2 是 有 意义 的 . 然而 随 着 5 变 小 , 这 个 竺 定律 逐渐 变 得 不 精确 , 最 后 也 就 没 
有 什么 意义 了 . 类 似 地, 与 其 他 物理 例子 一 样 , 用 边 长 为 5 的 盒子 来 估计 维 数 , 在 到 
达 分 子 尺度 之 前 就 不 可 避免 地 要 停止 了 . 

本 书 第 一 部 分 对 分 形 理论 的 研究 都 依赖 于 5 一 0 时 取 极 限 , 这 在 实际 中 是 不 可 
能 做 到 的 . 在 自然 界 中 不 存在 真正 的 分 形 , 正如 不 存在 不 可 伸 长 的 绳子 , 也 不 存在 没 
有 摩擦 的 滑轮 ! 

然而 , 把 分 形 “精确 " 的 数学 理论 应 用 到 自然 界 中 “近似 的 ”分形 上 , 还 是 有 可 
能 的 , 而 且 在 很 多 情况 下 , 已 经 取得 了 可 喜 的 进展 . 这 和 在 科学 中 建立 经 典 几何 理 
论 的 很 多 应 用 是 类 似 的 . 例如 , 把 地 球 当 作 一 个 球体 , 为 涉及 它 的 引力 场 的 许多 计算 
提供 了 非常 好 的 近似 

在 物理 现象 中 , 具有 分 形 模型 的 最 有 说 服 力 的 例子 可 能 就 是 布朗 运动 (参见 第 
16 章 ). 一 个 粒子 由 于 受到 随机 分 子 的 碰撞 , 它 的 运动 带 有 服从 正 态 分 布 的 增 量 的 
基本 物理 假设 , 使 它 具 有 维 数 为 2 的 运动 轨迹 . 这 个 结论 可 以 根据 计 盒 方法 用 实验 
来 检验 . 也 可 以 在 计算 机 上 描绘 出 由 大 量 的 随机 小 增 量 形成 的 轨迹 , 来 模拟 这 个 运 
动 , 这 样 由 计算 机 实现 的 图 形 的 维 数 也 可 以 用 计 盒 方法 来 估计 . 能 够 在 实际 中 或 在 
计算 机 上 观测 到 的 布朗 运动 , 具有 理论 模型 所 预测 的 分 形 形 状 (也 许 应 当 指出 由 于 
质点 沿 着 维 数 为 2 的 处 处 不 可 微 的 轨道 运动 需要 无 穷 的 能 量 , 因此 在 非常 小 的 尺度 
F, 甚至 布朗 运动 也 不 能 用 分 形 来 描述 ). 把 实验 、 模 拟 、 理 论 联系 起 来 目的 是 为 了 
研究 其 他 分 形 物 理 现象 

因此 , 分 形 的 研究 实际 上 在 这 三 个 方面 进行 的 : 实验 、 模 拟 和 理论 . 观测 和 度 
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BARDK, 它们 的 维 数 和 多 重 分 形 谱 在 一 个 适当 的 尺度 范围 内 被 估计 , 也 要 注意 
它们 对 各 个 不 同 参数 的 依赖 性 . 这 里 有 时 要 用 到 一 些 理论 上 的 技巧 , 比如 射影 定理 
6.1 中 为 了 估计 照片 上 物体 的 维 数 而 做 的 假定 . 当然 , 对 一 个 有 意义 的 维 数 , 重复 同 
一 个 实验 应 当 得 出 相同 的 值 . 

虽然 维 数 单纯 地 作为 一 个 物理 常数 可 以 有 一 定 的 意义 , 但 是 如 果 能 用 物理 术语 
解释 分 形 的 性 质 , 那 就 更 令 人 满意 了 . 所 以 , 下 一 步 就 是 设计 一 些 方法 来 解释 目 然 现 
KR. 我 们 利用 计算 机 模拟 , 通过 比较 模拟 中 的 与 现实 中 的 一 些 特征 , 能 对 各 种 各 样 
的 模型 进行 评价 . 由 于 计算 机 总 是 近似 的 , 因此 只 有 把 它 作 为 自然 界 中 的 分 形 模 型 ， 
而 不 是 尺度 可 以 任意 小 的 精确 分 形 模型 时 , 确实 才 有 比较 好 的 效果 . 

希望 有 一 种 带 有 像 维 数 这 样 明 显 的 物理 特征 , 可 以 进行 数学 处 理 , 并 且 也 能 由 
数学 论证 推导 出 来 的 理论 模型 . 这 种 模型 应 当 能 解释 这 些 特征 依赖 于 各 种 不 同 参 数 
的 原因 ; 最 理想 的 , 它 不 仅 具 有 描述 性 而 有 旦 还 具有 预测 性 . 上 自然界 中 的 分 形 现象 通常 
是 相当 复杂 的 以 至 于 难以 描述 , 因此 , 在 建立 和 分 析 相 应 的 数学 模型 时 , 可 能 需要 加 
上 某 些 假设 和 做 某 些 近似 . 当然 , 具有 这 样 建 立 保持 物理 内 涵 的 理论 模型 的 能 力 , 是 
成 为 一 名 杰出 理论 科学 家 的 标志 . 有 时 对 一 些微 分 方程 可 以 描述 的 物理 现象 , 分 形 
吸引 子 也 经 常 能 解决 ( 见 13.5 市 ). 另 一 方面 , 对 珊 有 分 形 边 界 或 区 域 的 微分 方程 的 
分 析 , 可 以 提出 一 些 完全 不 同 的 问题 . 

有 许多 用 这 些 方法 专门 研究 分 形 现象 的 文献 ; 在 这 些 文献 中 , 实验 、 模 拟 和 理 
论 三 者 之 间 维 数 的 一 致 性 , 经 常 好 得 使 人 惊奇 . 此 外 , 维 数 的 分 析 已 经 有 效 地 被 用 
来 确定 某 些 物理 过 程 的 主要 特征 . 然而 还 存在 着 很 多 问题 , 诸如 “为 什么 浮云 的 投 
影 在 一 个 较 广 的 尺度 范围 内 有 维 数 是 1.35 的 边界 ? ”“ 人 金属 表面 的 维 数 如 何 影 响 它 
们 的 物理 性 质 , 比如 热 辐射 或 摩擦 系数 ?” “使 地 形 的 维 数 为 2.2 的 地 质 学 过 程 是 什 
么 ?” 这 些 问 题 都 应 该 在 分 形 模 型 的 框架 内 得 到 解答 . 

为 了 大 多 数 试 验 目 的 , 必须 用 到 计 盒 维 数 , 利用 等 价 定义 3.1 之 中 任 一 条 定义 
的 Ns, 物体 的 维 数 通 常 可 以 由 估计 in Ns 对 应 一 ln6 的 图 的 斜率 来 确定 . 经常 希 
望 通过 一 个 物理 近似 集 E 上 的 计 盒 计算 , 去 估计 男 一 个 精确 的 理论 分 形 集 F 的 维 
数 . 为 了 做 到 这 一 点 , 一 定 要 用 比 所 需 的 近似 精确 度 稍 大 一 些 的 盒子 . 确切 地 说 , 如 
R d(E, F) < c, 这 里 d AZIE RIER, NE) 和 Ns(F) 是 半径 为 6 FABRE E 
Al F 的 球 的 数目 , 对 6 > s, 很 容易 看 到 


N5+e(E) < Ns(F) < Ns-elE) 


当 应 用 相应 于 五 的 重 对 数 图 (In 一 In) 去 估计 dimy F 时, 可 以 考虑 应 用 上 面 的 不 等 
式 . 正如 在 本 书 中 各 种 各 样 的 例子 指出 的 那样 , 还 应 当 记 住 , 假定 精确 分 形 的 泽 斯 
多 夫 维 数 与 盒 维 数 相 等 是 有 一 定 的 理论 根据 的 . 
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有 时 , 一 些 其 他 的 量 对 测度 比 对 维 数 更 方便 . 例如 , 在 时 间 相 关 的 信号 中 , 自 相 
KKF ( 见 11.2 市 ) 应 该 是 可 测 的 , ERA (11.20) 提供 了 维 数 的 一 个 表示 . 

目前 在 比较 详细 地 研究 一 些 特殊 的 物理 例子 , 其 中 对 分 形 的 分 析 有 助 于 对 物理 
过 程 的 理解 . 


18.1 分 形 的 生长 


很 多 自然 界 中 的 物体 明显 地 以 分 形 的 形式 生长 , 分 枝 重 复 地 分 裂 产 生 了 更 小 的 
tk. 当 用 适当 的 尺度 观测 一 些 树 、 一 些 根 系 和 一 些 植物 (特别 是 最 原始 的 植物 , 像 
HK., EAN) 时 , 它们 看 起 来 都 像 是 分 形 的 . 内 电 和 其 他 放电 现象 的 分 又 状 图 
FE, 以 及 在 水 中 加 进 务 性 液体 (如 油 ) 所 发 生 的 “生性 指 进 ” 也 都 具有 分 校 分 形 形 式 . 
在 硫酸 铜 溶液 电解 过 程 中 , 阴极 上 铜 的 沉积 是 以 分 形 形 式 生长 的 . 

决定 植物 生长 的 生物 规律 太 复 末 , 以 至 不 能 用 来 作为 数学 模型 的 基础 , 可 是 , 其 
他 现象 可 以 用 相对 简单 的 生长 规律 来 作为 模型 , 下 面 就 要 研究 其 中 的 一 些 现象 . 

用 硫酸 铜 (CuSO4) 电解 这 个 简单 试验 就 能 说 明 分 形 的 生长 ( 见 图 18.1). 一 个 
圆 形 碟子 的 底部 攻 盖 着 一 层 很 薄 的 硫酸 铜 溶液 , 铜 制 的 阴极 立 在 碟子 中 央 , PE 
铜 条 环绕 在 碟子 的 边缘 形成 阳极 . 如 果 在 两 个 电极 之 间 加 上 几 伏 的 电压 , 那么 几 分 
钟 后 , 围绕 阴极 开始 形成 铜 的 沉积 ; 大 约 半 小 时 后 , 析出 的 铜 将 扩展 成 几 奖 寸 长 的 分 
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18.1 在 硫酸 铀 电解 过 程 中 , 从 阴极 问 外 生长 的 钢 的 似 分 形 样 沉 积 


这 个 电解 过 程 是 这 样 的 : 在 溶液 中 , 硫酸 钢 分 解 成 铀 离子 (Cu*+) 和 硫酸 根 离 
F (SO4 ), 并 且 在 溶液 中 随机 漂移 . 当 加 上 电压 后 , 铜 离子 击 中 阴极 得 到 两 个 电子 ， 
以 铜 的 形式 沉 深 ; 击 中 已 经 沉 深 的 铜 的 钢 离 子 , CURIA, 所 以 沉 演 物 将 
从 阴极 向 外 生长 . 如 果 铀 离子 是 以 充分 随机 的 方式 运动 , 比如 遵从 布朗 运动 的 轨道 
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( 见 第 16 章 ), 离子 击 中 已 经 暴露 在 外 的 指 状 物 的 边缘 的 可 能 性 , 要 比 击 中 早期 沉 省 
部 分 的 可 能 性 要 大 , 因为 早期 沉淀 的 部 分 可 以 认为 被 随后 的 增长 迟 盖 住 了 . 所 以 , A 
的 沉淀 将 是 以 带 有 很 细 的 分 枝 的 指 状 物 生长 , 而 不 是 以 一 个 围绕 阴极 的 固体 “ 团 ” 
的 形式 生长 , 至 少 这 似乎 是 合理 的 . 

在 所 描述 的 试验 中 , 由 于 在 阴极 和 阳极 之 间 加 上 了 一 个 电场 , Cu“+ 离子 是 以 布 
朗 运动 为 轨道 并 且 外 加 向 阴极 的 漂移 . 如 果 增 加 溶液 中 的 硫酸 根 离子 的 浓度 , 例如 
通过 向 溶液 中 加 入 硫酸 钠 , 会 使 电场 中 的 铜 离子 受到 屏 贡 ,此 时 , 分 形 析 出 还 是 发 
E, 但 却 给 数学 模型 的 建立 提供 了 方便 , 因为 现在 的 铜 离子 (Cut) 可 以 认为 是 以 布 
朗 运动 轨道 运动 的 . 一 个 类 似 的 过 程 发 生 在 硫酸 锌 (ZnSO4) 的 电解 中 , KEFA H 
极 , 碳 为 阴极 , 此 时 从 阴极 生长 出 镍 的 指 状 物 . 

有 限制 的 扩散 凝聚 (the diffusion-limited aggregation, DLA) 模型 提供 了 一 个 有 
关 分 形 生长 的 很 有 说 服 力 的 模型 . 这 个 模型 以 小 正方 形 格 子 为 基础 ， 从 一 个 代表 阴 
极 的 被 涂 黑 的 小 正方 形 开始 , 以 它 为 中 心 做 一 个 大 圆 . 在 圆周 附近 的 一 个 随机 点 释 
放出 的 粒子 在 圆 上 做 布朗 运动 , 一 直到 它 离开 这 个 圆 或 到 达 与 涂 黑 的 正方 形 相 邻 的 
正方 形 为 止 , 所 到 达 的 这 个 相 邻 的 正方 形 也 被 涂 黑 . 这 个 过 程 重复 进行 很 多 次 后 , 一 
个 正方 形 的 连通 集 将 从 初始 的 那个 正方 形 阿 外 生长 . 为 了 计算 方便 , 设 粒 子 做 的 是 
随机 游 动 (这 是 布朗 运动 的 一 个 近似 ), 所 以 当 粒 子 被 释放 后 , 它 将 分 别 以 1/4 概率 
移动 到 相 邻 的 左 、 右 、 上 、 下 的 正方 形 中 , 这 个 过 程 持 续 进行 下 去 , 一 直到 粒子 离开 
这 个 圆 , 或 者 到 达 与 涂 黑 的 正方 形 相 邻 的 正方 形 中 为 止 ( 见 图 18.2). (有 很 多 缩短 所 
需 计 算 的 方法 , 例如 , 如 果 粒 子 距离 阴影 部 分 为 k 个 正方 形 , 粒子 也 可 以 一 次 移动 
步 ). 


图 18.2 有 限制 的 扩散 凝集 (DLA) 模型 . 在 圆 的 一 个 随机 点 a 释放 粒子 , 粒子 做 随机 游 动 
直到 它 离开 这 个 圆 或 者 到 达 已 经 涂 黑 的 正方 形 的 相 邻 正方 形 b, 在 这 种 情形 这 个 
正方 形 也 被 涂 悉 
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运行 这 个 模型 , 比如 说 有 10 000 个 正方 形 被 涂 上 了 阴影 , 能 够 得 到 一 个 高 度 分 
枝 的 图 像 ( 见 图 18.3), 这 个 图 形 与 电解 图 很 相似 . 主要 分 枝 从 原点 出 发 , 在 生长 过 程 
H, 又 出 现 了 许多 分 枝 , 每 个 分 枝 又 产生 了 较 小 的 分 枝 , 所 有 这 些 都 问 外 生长 . AR, 
在 比 正方 形 边 长 大 的 尺度 情况 下 , 用 计 盒 维 数 的 方法 能 估计 这 些 结构 的 维 数 , 电解 
实验 和 这 个 模拟 之 间 有 非常 好 的 一 致 性 , 它们 的 维 数 是 1.70, 在 三 维 的 类 似 情 况 下 ， 
都 有 维 数 2.43. : 


ee 


图 18.3 ”由 计算 机 实现 的 有 限制 的 扩散 凝聚 , 用 所 描述 的 方法 从 分 成 700x700 个 小 正方 形 
的 正方 形 中 选 出 16 000 个 小 正方 形 


DLA 模型 可 以 被 看 作 是 在 一 定 的 距离 , 一 个 接 一 个 不 断 地 释放 离子 的 过 程 . 尽 
管 这 为 沉积 的 形式 提供 了 一 个 好 的 模型 , 但 它 不 能 体现 出 沉积 随时 间 发 展 变 化 的 思 
想 , 而 只 能 取决 于 大 量 同 时 随机 运动 的 离子 , 这 些 离子 在 碰 到 沉积 的 铜 就 附 在 它 上 
面 . 所 以 这 个 “离散 ”模型 的 “连续 ”变形 是 很 有 用 的 . 假定 溶液 中 的 大 量 铜 离子 在 
mx 和 时 刻 t 的 密度 为 wz, 芭 那么 在 圆心 在 r, 面积 为 bz 的 很 小 的 圆 盘 上 的 离子 
数量 为 u(zx,t)67x; 如 果 设 离子 按 独立 的 布衣 轨道 运动 , 时 刻 t 时 , 在 这 个 小 圆 盘 上 的 
离子 会 重新 分 布 ; 而 到 t 十 h 时 , 离子 在 上 s 具有 由 2 维 正 态 分 布 给 出 的 密度 : 


u(x, t+ h) = (2x) tht} exp ( — C-e) ua, t)óz 
(参见 式 16.3), 所 以 有 
ulz, t+ h) = (2x) th! [exw ( 一 E- ue t)dz 


上 式 的 积分 是 在 流体 区 域 上 进行 的 , 这 里 假定 h 相对 于 从 沉积 点 2’ 到 边界 的 
距离 是 非常 小 的 , 所 以 , 离子 的 进入 或 迁移 的 影响 可 以 忽略 . 因为 微分 方程 决定 了 溶 
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液 中 离子 密度 的 变化 , 所 以 , 在 积分 号 下 对 zx’ 和 上 微分 , 得 到 
— = =-V*u (18.1) 


这 就 是 众所周知 的 二 维 情形 的 扩散 方程 或 热传导 方程 . 
对 这 个 微分 方程 , 需要 详细 说 明 一 下 边界 条 件 . 在 外 边界 , 以 一 个 常数 速率 提 
供 离子 , 所 以 
Æ |z| = ro E, u = uo (18.2) 


在 时 间 t, 用 五 表示 铜 的 沉积 边界 . 事实 上 , 如 有 果 充 分 接近 这 个 边界 , 所 有 离子 
者 失去 电荷 , 因此 , Æ F E 


u=0 (18.3) 


AARA ry me TW ee PWIA. 边界 Fi 向 前 推进 的 速度 v AT ee 
Fy 正 交 的 方向 n, 而 数量 上 等 于 方向 nn 上 的 (离子 ) 浓度 的 微 商 . 所 以 , 在 边界 Ft 上 
存在 一 个 常数 ,使 得 


Un = kn - Vu (18.4) 


(假定 在 一 个 非常 小 的 矿 度 上 , Fe 实际 上 是 光滑 的 ). 
如 果 生 长 与 外 电极 保持 一 段 距离 , 那么 一 个 最 好 的 近似 就 是 扩散 速度 与 时 间 独 
MW, 所 以 式 (18.1) 可 被 拉 普 拉 斯 方程 代 巷 


V2u = 0. (18.5) 


利用 式 (18.4) 解 出 这 个 带 有 边界 条 件 (18.2) 和 (18.3) 的 方程 , 就 能 找到 沉 泻 生 
长 的 速度 . 

这 些 方程 太 理想 化 了 , 因此 不 能 提供 一 个 精确 模型 . 首先 , 为 了 防止 相对 于 不 
规则 表面 方程 的 不 稳定 性 , 方程 需要 “ 稚 去 ”一 个 较 短 的 矿 度 . 在 正方 形 格子 DAL 
模型 中 就 应 用 到 了 这 一 点 , 如 果 一 个 粒子 与 聚集 体 充 分 接近 , 它 就 会 碰 到 这 个 聚集 
体 . 其 次 , 对 微分 方程 的 推导 , 假定 了 一 个 连续 变化 的 粒子 密度 , 而 不 是 大 量 离散 粒 
T. 而 正 是 这 些 个 别 粒子 的 运动 的 随机 变化 , 才 增 强 了 分 枝 图 形 的 不 规则 性 . 所 以 式 
(18.4) 应 当 修 改 成 包含 有 一 个 随机 摄 动 项 的 形式 . 


Un = kn: Vu + p (18.6) 


这 里 p RRA AEP RE m. 上 面谈 的 两 个 特点 在 正方 形 格子 的 DAL 模型 
中 都 存在 , 这 就 比试 图 直接 从 数值 上 解 这 个 微分 方程 更 适合 于 对 生长 形式 的 模拟 . 
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正方 形 格子 的 DAL 模型 的 一 个 解释 就 是 提供 了 在 边界 Fb, 受 一 个 随机 报 动 
的 微分 方程 (18.2)~(18.5) 的 空间 解法 . 令 人 惊奇 的 是 , 同样 的 微分 方程 和 边界 条 件 
描述 了 好 几 个 有 相当 差别 的 物理 现象 . 所 以 可 以 期 望 DAL 模型 能 不 同 程度 地 应 用 
到 这 些 不 同 的 情况 中 

在 流体 中 医 性 指 进 生长 就 是 一 个 例子 . 假设 固定 两 块 琉 璃 板 使 它们 之 间 的 距 
高 很 小 , (可 能 为 2mm), 在 中 间 的 区 域 灌 满 像 油 一 样 黏 性 液体 (这 个 装置 称 为 Hele 


Shaw #8). 如 果 像 水 这 样 的 低 竺 度 的 液体 通过 一 个 板 的 小 洞 被 注入 , 那么 在 一 定 条 
EF, 水 就 以 很 薄 的 带 有 许多 分 枝 的 指 状 物 图 形 在 油 中 扩散 , 这 种 形状 非常 像 在 电 
解 实 验 中 出 现 的 铜 沉积 . so 
润滑 (Lubrication) 理论 告诉 我 们 , 在 这 种 情况 下 , 油 的 流速 与 压力 的 梯度 成 比 
例 : 
v = 一 CVD (18.7) 


这 里 p(x) 是 点 x 压力 . 假设 油 是 不 可 压缩 的 , 则 流速 的 散 度 为 0, 即 V -v= 0, 所 以 
在 油 中 有 
V7n = 0 


如 果 水 的 黏 镶 度 与 油 的 黏 沛 度 比 较 可 以 忽略 , 那么 水 中 的 压力 实际 上 就 是 一 个 常数 ， 
于 是 就 有 边界 条 件 : 

在 流体 的 内 表面 上 , p(x) = po 

在 与 注入 点 有 较 大 的 距离 ro 4b, p(x) = 0 
FE, 压力 差 u(x) = po — p(x) 满足 微分 方程 (18.5) 以 及 边界 条 件 (18.2) 和 (18.3); 
此 外 , 在 流体 的 内 表面 上 , 油 中 的 压力 梯度 是 三 直 于 边界 的 (因为 在 边界 上 压力 是 常 
数 ), 所 以 式 (18.4) 给 出 了 边界 向 前 推进 的 速率 , vn = kn Vp, 其 中 带 有 表面 张力 
造成 的 短程 影响 ; 这 里 压力 与 电解 实验 中 的 粒子 密度 类 似 . 

因此 , 这 可 能 使 我 们 对 在 一 定 条 件 下 , 黏 性 指 进 看 起 来 像 是 由 正方 形 格子 DAL 
模 弄 产生 的 图 形 这 个 事实 不 感到 惊奇 了 . 尽管 这 里 没有 在 电解 例子 中 出 现 的 随机 元 
但 是 内 界面 的 不 规则 性 增强 了 对 指 进 的 影响 . 

流体 通过 一 个 能 渗透 的 介质 也 有 很 类 似 的 情形 , A (18.7) 就 是 确定 这 种 流体 的 
Darcy 定律 , 在 这 种 情形 下 , 分 形 指 进 也 能 发 生 . 

气体 放电 现象 提供 了 更 进一步 的 例子 . 远离 放电 的 电离 区 域 , 静电 势 u NER 
普 拉 斯 方程 Vu = 0. 电离 轨道 导电 性 能 足够 好 , 以 致 可 以 认为 它 有 常 电 势 , 所 以 
u SA PETE ER Bie EI EIR. (有 争论 的 ) 假设 电离 的 速度 与 电场 成 比 
Al, 可 得 出 式 (18.4). 这 就 是 具有 相同 微分 方程 的 另 一 个 例子 , 对 这 个 例子 , 正方 形 
格子 的 DLA 模型 提供 了 一 个 通 真 的 图 像 . 
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在 适当 的 实验 条 件 下 , 对 电解 、 粘 性 指 进 和 放电 现象 的 图 形 , 如 果 在 一 个 适当 的 
尺度 范围 内 估计 它们 的 维 数 , 结果 都 是 1.7, 这 与 在 计算 机 上 研究 正方 形 格子 DAL 
模型 所 得 到 的 维 数值 是 一 致 的 . 虽然 这 些 现象 的 理论 解释 还 不 十 分 令 人 满意 , 但 是 
这 个 维 数 的 普 适 性 却 是 非常 引 人 注 目的 . 


18.2 PESMI DAW 


在 及 中 由 一 个 电荷 分 布 x 引起 的 静电 势 和 由 一 个 质量 分 布 e 引起 的 引力 势 ， 


由 下 陈 给 出 
gz) = ae (18.8) 
可 以 证 明 势 的 奇异 集 ( 即 满足 ol) = 00 的 z 的 集合 ) 的 维 数 , 不 能 太 大 . 
命题 18.1 hye Ro 上 具有 有 界 支撑 的 质量 分 布 , 假设 式 (18.8) PHRA 
HR F ={2x: (x) = œ}, X] dimy F <1. 
WAR Ws > 1, Hi r e R3, Mr > 0, id mr) = Blær) 假设 存在 
a > 0,c > 0, 使 得 对 所 有 的 O<r <a, A m(r) < cr’. 分 步 积 分 后 , 有 : 


_ du(z) du(z) 
Wn) = 1 zt 1 zy 


< | dm(r) + | du(z) 
r=0 r jz—yl>a 4 


<[r7~*m(r)]6 + [ r-“m(r)dr + a *y(R°®) 


<e(1+(s—1)*)a** +a *p(R’) 


< OO. 


因此 , 如 果 z e F, 则 对 任意 c > 0, 一 定 有 Tim (u(B(a,r))/r*) > c 由 命题 4.9(b) 
即 得 , 对 s > 1, Hs(F) = 0, 命题 得 证 . E 
,通常 可 以 用 “密度 函数 "上 来 表示 , 所 以 对 任何 博 雷 尔 集 A, pA) = | f(z)dz, 
此 时 式 (18.8) 变 成 
_ [ £4 
一 中 
在 f 上 给 定 某 些 条 件 , 例如 , 存在 p> 1, 使 J olpdz < 00, 则 可 以 用 类 似 的 方法 
找 出 奇异 集 维 数 的 进一步 的 界 , 参见 练习 18.5. 
很 容易 证 明 , 如 果 f 是 充分 光滑 的 函数 , 那么 式 (18.9) 就 是 泊 松 (Poisson) 方程 


V9 = —4nf 


p(z) 


(18.9) 
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的 解 , 这 个 解 还 同时 满足 条 件 : 当 |z| 一 00 时 , g(x) 一 0. 对 一 般 的 可 积 函数 f, 势 
P Rib rE A PAA, 进而 式 (18.9) 可 能 被 当 作 在 某 种 意义 下 , 用 分 布 理论 精确 得 到 的 
泪 松 方程 的 弱 解 (weak solution). 以 一 种 非 平 凡 的 方式 推广 这 种 技巧 , 可 以 得 到 一 些 
其 他 偏 微 分 方程 的 弱 解 的 奇异 集 维 数 的 界 . 


18.3 MENAJ 


尽管 很 多 年 来 , 对 流体 中 的 潢 流 进行 了 认真 的 研究 , 但 对 它 仍然 没有 充分 的 了 
解 . 慢 慢 流动 的 流体 往往 以 平滑 连续 的 方式 流动 , 这 被 Navier-Stokes 方程 一 一 流 
体力 学 的 基本 微分 方程 精确 地 描述 了 ; 这 样 的 平滑 移动 叫做 层 流 (laminar). 在 比较 
高 的 速度 下 , Vit Bie ie AE at ae vt (turbulent): 流体 粒子 以 快速 变化 的 速度 , 沿 着 回旋 
状 路 径流 动 , 并 且 在 所 有 尺度 上 带 有 洲 涡 和 不 规则 的 变化 . 读者 一 定 很 熟悉 层 流 到 
清流 的 变化 过 程 , 正如 把 微微 细 流 的 水 龙头 突然 开 足 的 情形 一 样 . 虽然 沸 流 的 精确 
形式 是 不 规则 的 和 难以 预测 的 , 但 是 它们 表现 出 的 特性 却 始 终 是 一 致 的 . 

不 存在 可 以 一 致 接受 的 灌流 的 定义 , 这 有 它 的 方便 之 处 , 因为 可 以 把 它 看 成 是 
一 种 具有 某 种 适宜 的 “奇异 特性 ”的 流动 . 考虑 一 种 模型 , 其 中 消 流 是 通过 在 剧烈 运 
动 的 点 上 , 由 于 液体 的 黏 性 产生 局 部 的 热 振 功 , BY “流体 摩擦” 表现 出 来 的 . 

在 合理 的 小 尺度 上 , 满 流 可 以 当 作 各 向 同性 的 , 也 就 是 说 各 方向 相互 独立 . 在 
流体 力学 中 , 对 各 向 同性 灌流 的 直观 了 解 主要 是 来 自 于 科 尔 莫 戈 罗 夫 (Kolmogorov) 
的 定性 研究 , 而 不 是 来 自 于 对 微分 方程 的 分 析 . 科 尔 莫 戈 罗 夫 的 模型 是 以 如 下 思想 
为 基础 的 , 动能 通过 像 搅 动 等 形式 大 规模 地 被 传递 到 流体 内 , 但 动能 仅 能 在 小 规模 
Hy Wes ER (以 热 的 形式 ), 此 时 黏 沾 度 的 影响 是 很 重要 的 , 在 中 间 规 模 的 洲 涡 上 
逸 出 可 以 被 忽略 . 如 果 存 在 各 种 规模 的 环流 洲 涡 , 那么 能 量 就 通过 一 系列 尺寸 越 来 
越 小 的 洲 涡 转化 为 流体 的 运动 , 直至 达到 很 小 的 旋涡 , 这 时 锡 出 就 发 生 了 . 正如 科 尔 
莫 戈 罗 夫 假设 的 , 如 果 流 体 区 域 都 被 这 些 规模 不 等 的 游 涡 填 满 , 那么 像 热 这 样 的 能 
景逸 出 将 在 整个 流体 中 均匀 发 生 . 

设 s(z) 为 位 于 点 r 的 单位 体积 的 逸 出 速度 , 所 以 在 时 间 5t 内 , 围绕 z 的 很 小 
体积 OV 上 产生 的 热量 大 约 为 s(z)6VY6t. TÆ, 在 均匀 逸 出 的 假设 对 所 有 ze D, 都 
有 


e(z) =£, 


这 里 = 是 能 量 进 入 流体 区 域 D 上 的 速率 , 并 设 D 具有 单位 体积 

显然 , 如 此 “均匀 ”的 灌流 具有 吸引 人 的 简单 的 性 质 , 但 却 不 能 在 实验 的 观察 中 
得 到 验证 . 用 热线 流速 表 测 基 表 明 : 一 个 湛 急 的 流体 中 , 逸 出 速率 在 流体 的 不 同 部 
分 差别 很 大 . 这 是 一 个 间歇 性 现象 , 在 有 些 地 方 逸 出 率 非 常 高 , 但 在 另 一 些 地 方 逸 出 
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率 非常 低 , 而 科 尔 莫 戈 罗 夫 模型 却 要 求 它 是 一 个 常数 . 这 个 变化 可 以 用 相关 函数 定 
量化 , 对 一 个 很 小 的 向 量 h, 在 相距 为 h 的 两 点 的 逸 出 速率 的 相关 性 由 下 式 给 出 : 


(e(x)e(a + h)) (18.10) 


这 里 角 插 号 表示 对 D 中 所 有 zx 求 平均 值 . 如 果 逸 出 是 常数 , 就 有 (e(x)e(x+h)) = 2. 
可 是 实验 表明 , 对 介 于 0.4 和 0.5 之 间 的 一 个 d É, RALFA: 


(e(x)e(a +h)) lhld. (18.11) 


为 了 解释 间歇 性 , BRS RAEI, 假设 随 着 洲 涡 尺寸 的 变 小 , 同时 它 
充满 空间 的 比例 也 连续 不 断 的 变 小 , 从 而 取代 了 有 各 种 不 同 尺 十 的 湾 涡 充满 空间 . 
SRA RK RA, 并 通过 矿 寸 不 断 减 小 的 游 涡 , 直到 在 尺寸 最 小 的 洲 涡 中 
BAR. 现在 , 能 量 以 及 人 它 的 逸 出 都 只 集中 在 流体 很 小 的 一 部 分 上 . 各 种 尺寸 的 湾 
潢 可 以 设想 为 一 个 有 目 相 似 分 形 F 的 构造 过 程 中 前 步 中 的 E 这 里 大 是 相当 大 的 
( 见 第 9 章 ), 逸 出 在 第 大 步 的 Er ERE. 为 了 方便 起 见 , 假定 Bi 的 每 个 水平 基 
ER, 者 被 常数 个 大 小 相等 的 集 代替 而 形成 Bi. 


如 果 ASE D 的 子 集 , 可 定义 (4) = | se(z)dz 为 集 4 上 能 量 锡 出 的 总 速率 , 于 


是 AD) = E 是 能 量 传 入 的 速度 , 那么 4 在 D 上 具有 质量 分 布 的 性 质 . 此 外 , 如 果 假 
设 在 EF, 的 每 个 元 上 的 移出 速率 被 等 分 到 这 个 元 在 Fins 中 大 小 相等 的 子 元 上 , A 
FAS KAA BAER ST s 的 自 相 似 集 五 上 的 一 个 简单 结论 ( 见 练习 9.11), 
如 果 z EF,0<r<ro, 则 有 


c1E < p(B(a,r)) < crf, 
其 中 cl 和 ca 是 正和 常数 . 这 些 不 等 式 不 但 对 散 锡 小 涡 的 尺寸 趋 于 0 MRIS POR 
Z, MAM r ROAR TK, 不 等 式 同 时 还 对 物理 的 近似 集 Ex 成 立 . 由 于 
BURR PE Ek E, 所 以 
/eG +h))dh= J E Jac, e(x)e(a + h)dhdz 
=) e(x)u(B(x,r)jdz 
rED 
=| e(z)u(B(z,r))dz, 
xrCk, 


TÆ 


278 第 18 章 物理 应 用 


C1E r? < J (e(x)e(x + h)jdh < cre rs. (18.12) 
: |R| sr 


UN SR FH R A RO E a E IR: 
(e(z)e(z + h)) = E*|h|?, 
那么 在 式 (18.12) 中 的 积分 变 为 : 
i =213—3.,2 — E28 
in| è t “tdt= 4ne“r* /s. 


与 式 (18.11) 比较 , 得 出 。= 3 —d, PRU “SBA ATR” 的 假设 与 实验 结果 相互 
一 致 , 这 时 散 逸 集中 在 维 数 介 于 2.5 和 2.6 之 间 的 近似 分 形 上 . 

很 自然 , 这 促使 我 们 去 探索 清流 区 域 具有 分 形 形 式 的 理论 根据 ; 一 个 可 能 的 解 
释 就 是 由 于 流体 中 的 涡 管 . 根据 Kelvin 的 环流 理论 , 这 样 的 管 在 整个 运动 中 都 维持 
着 , 至 少 在 可 以 近似 视 为 非 务 质 的 流体 中 维持 着 . 然而 涡 管 被 流体 运动 展开 , 变 得 又 
长 又 薄 ， 为 了 调节 这 个 长 度 , 重复 折 秋 是 必要 的 , 所 以 管 可 能 被 假设 为 一 个 近似 分 
形 的 形式 , ERE 13.5 中 马蹄 形 映射 的 例子 ， 

一 个 (Bian) 流体 的 性 质 应 该 被 Navier-Stokes 方程 (18.13) 所 预测 . 
= +(u-V)u—vV*2u+ Vp = f (18.13) 
这 里 4 是 速度 ,p 是 压力 , " ERRE, f 是 所 加 的 力 密度 . 从 Navier-Stokes 方程 推导 
流动 的 分 形 区域 的 存在 性 远 远 不 是 一 件 容易 的 事 . 然而 , 18.2 节 中 所 指出 的 方法 可 
以 推广 成 不 易 辨别 的 形式 , 用 这 个 推广 可 以 严格 地 证 明 诸如 , 对 所 有 t 使 式 (18.13) 
的 解 v(z, 都 无 界 的 点 z 的 集合 , 维 数 最 多 为 2> 这 样 的 结论 . 所 以 有 可 能 利用 流 
体 方程 证 明 , 一 定 种 类 的 “剧烈 流动 ”必然 集中 在 维 数 较 小 的 集 上 . 


18.4 分 形 大 线 


分 形 的 一 个 值得 注意 的 应 用 就 是 在 高 频 无 线 电 通 讯 中 作为 天 线 的 应 用 , 特别 是 
作为 移动 电话 的 天 线 . 因为 利用 分 形 的 两 个 优点 . 首先 , 就 是 一 些 分 形 的 “充斥 空 
司 ” 的 特性 , 比如 von Koch 曲线 的 一 些 变形 , 可 以 使 得 在 一 个 相对 很 小 的 空间 中 在 
放 一 个 具有 高 啊 应 度 的 分 形 天 线 ; 其 次 , 根据 分 形 的 几何 性 质 , 可 以 构造 反映 分 形 自 
相似 性 的 , 具有 谐振 频率 的 宽频 天 线 ; 也 可 以 构造 具有 独立 的 频率 响应 的 天 线 , 例 
如 一 些 随机 分 形 天 线 . 

电动 力学 , 特别 是 无 线 电 波 的 性 质 都 服从 麦克 斯 书 (Maxwell) 方程 . 假设 一 个 依 
顿 于 时 间 了 上 的 电 人 磁场 分 布 el, 其 中 w 是 频率 , 那么 , 在 点 r 的 电场 应 该 是 ei*tE(z)， 
Wei ke eH (x). 此 时 , 真空 中 的 Maxwell“ 旋 度 ” 方程 简化 为 : 
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Vx B= -iwyH 
V x H=iwek, 


这 里 < 是 介 电 各 数 , 4 是 空间 的 导 磁 性 . 显然 , 对 任意 数 和 正 数 或 负数 ), 这 两 个 方程 
经 过 如 下 两 个 变换 ; 


t= àx HI we w/A, 


并 在 方程 两 边 同 时 乘 于 1/ 和 , 则 两 个 方程 保持 不 变 . 

如 果 天 线 在 用 因子 A 缩放 的 情况 下 具有 相似 的 形状 , 麦克 斯 韦 方程 的 边界 条 件 
在 此 比例 下 也 是 相似 的 , 则 当 频 率 变 为 原来 1/ 和 , 即 波长 变 为 原来 的 入 倍 时 , 电波 幅 
射 性 质 也 可 能 具有 所 期 望 的 相似 性 状 . 

这 个 性 质 可 以 由 Sierpiriskixe #4 (Sierpiński dipole) 证 实 , 这 是 一 个 实用 的 分 形 天 
线 的 例子 ( 见 图 18.4). 在 实际 中 , 两 个 Sierpitiski 三 角形 被 蚀刻 在 一 个 印刷 电路 板 
E, 顶点 相对 (一 个 分 形 “ 贿 蝶 结 ”), 从 一 个 发 射 希 或 接收 融通 过 两 线 式 传输 线 连 接 
到 这 两 个 顶点 . 天 线 的 基础 频率 对 应 于 与 Sierpifiski 三 角形 直径 可 比较 的 一 个 波长 ， 
天 线 中 被 观察 到 的 峰值 出 现在 这 个 波长 的 1, 1/2, 1/4, 1/8 和 1/16 倍 处 , 而 这 些 比 
例 正 好 对 应 于 三 角形 的 基本 相似 比 , 由 此 就 证 实 了 上 面 的 论述 . 在 每 次 谐振 时 , 电流 
密度 都 集中 在 最 靠近 连接 点 的 一 对 适当 比例 的 Sierpiński 三 角形 上 . 改变 Sierpiński 
三 角形 的 构造 参数 , 可 以 得 到 其 他 波段 序列 的 天 线 . 


图 18.4 分 形 天 线 , 显示 连接 线 .(a) Sierpiński 双 极 天 线 , (b) 随机 树 型 天 线 ， 
(c) von Koch 双 极 天 线 


随机 分 形 可 以 用 来 构造 适合 于 连续 频段 的 天 线 . 例如 , WARR (如 那些 由 电 
解 生成 的 , 形 如 图 18.3), 它 在 所 有 尺度 上 都 是 统计 自 相 似 的 , 并 可 以 对 一 段 连续 频 
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率 有 相对 稳定 的 响应 , 这 类 天 线 与 传统 的 连续 频段 天 线 非常 相似 . 


18.5 金融 中 的 分 形 


观察 股票 价格 、 汇 率 等 的 图 像 , 可 以 发 现存 在 某 些 种 类 的 自 仿 射 现象 , 即 , 对 某 
个 数 0 < a < 1, 如 果 X(t) 是 t 时 刻 的 股价 , 则 对 于 t > to, y > 0, HE X (yt)—X (7X0) 
ASG (X(t) — X(to)) 总 体 相 似 . 这 显示 一 个 统计 自 仿 射 过 程 , 或 者 甚至 一 个 确 
定性 目 仿 射 函 数 可 能 适合 于 用 来 建立 价格 模型 . 此 外 , 自 仿 射 假设 有 很 多 关于 模型 
过 程 的 特点 的 推论 . | 

由 于 在 随机 过 程 中 的 重要 地 位 , 布朗 运动 (参见 16.1 节 ) 是 用 来 试验 的 最 自然 
的 统计 自 仿 射 模型 . 加 上 它 的 一 些 变化 , 布朗 运动 已 经 成 为 许多 金融 模型 的 基础 . 

令 X Æ [0,0o) 上 的 布衣 运动 ; 可 以 把 X(t) 看 成 某 个 股票 在 时 间 的 价格 , 或 
价格 的 对 数 . 布 明 运动 的 一 个 重要 特点 就 是 它 的 识 性 或 独立 增 量 性 : 给 出 至 t 时 刻 
的 一 个 过 程 , 对 任意 h > 0, X(t+h)) 的 期 望 值 就 是 X(t), 这 表示 股票 的 将 来 的 价 
格 是 不 可 预测 的 , 即 现在 的 登 利 很 可 能 变 成 以 后 的 损失 . 

如 果 假 设 X 是 指数 为 a 的 分 数 布朗 运动 ( 见 16.2 节 ), 此 时 增 量 不 是 独立 的 ， 
而 是 相关 的 , BY, E((X(t) — X(0))(X(E+h) —X(t))) > 0 或 < 0 这 取决 于 a > 1/2 
或 a < 1/2. 此 外 , 如 果 a > 1/2, 则 过 程 具 有 长 程 相关 性 (long range dependence), 
也 就 是 说 , 对 于 固定 的 小 的 h, 增 量 的 协 方差 


E(X (A) — X())(X(t-+ h) — X (6))) = 5 [e+ Wy + ny — 22 
~ a(2a — 1)t2°-*h? 


随 着 t 的 增 大 而 慢 慢 减 小 , 在 这 个 意义 上 就 是 说 以 下 的 和 SOP E(X (h) — X(0)) 
(X(k +h) — X(k))) ~ Erao kT 是 发 散 的 . 一 种 可 能 的 解释 是 , 对 某 个 a > 1/2, 
指数 为 a 的 分 数 布 骨 运动 提供 了 一 个 合理 的 价格 模型 , 因此 可 以 通过 研究 过 去 的 

可 能 有 一 些 进一步 的 变化 , 比如 , 考察 cX(t) + at, 其 中 X 是 指数 为 a 的 分 数 
布 明 运动 , a 和 c 是 正 的 常数 , 同时 给 过 程 加 上 一 个 具有 基本 向 上 走向 的 速率 a 的 
“漂移 ”. 给 定 一 段 时 间 t 范围 内 的 金融 数据 , 则 可 以 用 统计 的 方法 估计 出 a,a 和 c 
的 适当 的 值 . 

乍 一 看 , 布衣 运动 表现 出 的 性 质 似乎 相似 于 股价 或 汇率 的 走势 , 但 是 , 仔细 观察 
后 会 发 现 显 着 的 区 别 (WE 18.5(a) 和 (c)). 布朗 运动 没有 在 股价 观察 中 出 现 的 突然 
跳 贱 和 强烈 的 周期 活动 性 , 或 痢 说 是 “ 易 变 性 ”. 这 可 以 通过 考虑 增 量 来 说 明 : 对 固 
定 的 较 小 的 h > 0, WR X 是 布 姑 运动 , 则 增 量 X(t+h) 一 X(t) 作为 t 的 函数 , 呈现 
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出 像 具有 完全 不 变 振幅 的 “噪音 ”( 见 图 18.6(a)); 然而 , 股价 却 具有 非常 明显 的 、 想 
越 环 境 噪音 水 平 且 对 应 于 股价 波动 的 峰值 和 谷 值 ( 见 图 18.6(c)). 


(a) 


1000 2000 3000 4000 T 
(b) 
TT T 
0 1000 2000 3000 4000 
tt ee asss i 
0 1000 2000 3000 4000 
(c) 汇率 
2 
1.8 
1.6 
1.4 
1.2 
] t 
0 1000 2000 3000 4000 


图 18.5 (a) 布朗 运动 , (b) 由 多 量 分 形 “ 扰 乱 ” 真 实时 间 t 而 得 到 的 关于 市 场 时 间 T 
的 布朗 运动 实现 , (c)11 年 内 每 日 类 元 /类 镑 汇率. 平稳 时 期 的 结合 再 加 上 剧 
烈 活动 时 期 的 散 点 分 布 使 图 形 更 像 (b) 而 不 是 (a) 的 某 个 过 去 情况 
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0 500 1000 1500 2000 


0 300 1000 1300 2000 


0 500 1000 1500 2000 
图 18.6 (a) 布 妥 运动 增 量 分 布 ; (b) 由 多 重 分 形 时 间 打 乱 的 布朗 运动 增 量 分 布 ; (c) 真实 
数据 ; 股票 价格 在 5.5 年 内 的 增 量 分 布 . (c) 更 接近 (b) 的 特征 


对 此 , 提出 了 一 种 方法 , 就 是 如 果 X 是 具有 多 重 分 形 结构 的 函数 , 它 在 时 间 t 
的 一 个 相对 小 的 集 内 局 部 的 波动 会 非常 大 , 通过 集合 Ea 的 维 数 可 以 精确 地 解决 , 这 
里 

a In|X(¢+h)— X(t)| | . 

Ba = {: m= — a} 

Pre, Ba 是 使 XX 的 Holder 指数 是 a 的 那些 上 组 成 的 集合 , 对 函数 X 来 说 , 是 类 似 

FA (17.16) 表示 的 集合 . 有 几 种 方法 可 以 模拟 这 些 极端 大 的 波动 . 有 一 种 带 有 多 种 

不 同 梯 度 “ 生 成 元 ”的 自 仿 射 曲线 ( 见 11.1 节 ), 它 有 波动 的 Holder 指数 , 并 且 可 以 
得 到 一 些 具 有 股价 分 布 的 很 多 特点 的 图 像 
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更 复杂 的 方法 是 利用 多 重 分 形 时 间 (multifractal time). 这 个 方法 的 基本 思想 
是 : 价格 变动 遵循 布朗 运动 或 者 分 数 布 并 运动 , 但 是 带 有 被 称 为 市 场 时 间 (trading 
time) 的 T(t), 它 是 由 原来 时 间 重 新 调整 或 “ 打 乱 ”而 得 到 的 . 这 样 , 当 市 场 不 稳定 
时 , 真实 时 间 t 的 一 个 短 周期 , 就 被 伸展 成 市 场 时 间 T 的 一 个 长 周期 ; 而 当 市 场 是 
不 活跃 的 ,上 的 一 个 长 周期 就 对 应 于 T 的 一 个 短 周期 ( 见 图 18.5(b) 和 18.6(b)). 

i ute Rt 上 的 一 个 测度 ， 特别 地 , 可 能 是 一 个 多 重 分 形 测度 . 对 于 t 20, 定义 市 
场 时 间 为 T(t) = x[0,#] = J du. 用 B° 表示 指数 为 a 的 布朗 过 程 , X(t) = B(T (¢)). 
给 定 T, 则 X(t) 是 均值 为 0 的 高 斯 过 程 ; 如 果 te FY, X(t) KERDIZ TAA 


E(X (¢ +h) — X(t))? =E(B*(T(t+ h)) — B(T)? 
=|T(t +h) -THA = plt,t + he ~ |h. (18.14) 


oni In plt,t +h 
m, = {ts jim SAD =} 

是 使 u 的 局 部 维 数 等 于 y 的 时 间 的 集合 . | 

因此 , X 在 时 刻 t 的 波动 性 取决 于 4 在 t 的 局 部 维 数 , 而 股价 波动 剧烈 和 平稳 
的 时 间 分 布 就 依赖 于 的 多 重 分 形 结构 . 如 果 把 这 个 模型 推广 到 / 是 随机 多 重 分 
形 测度 的 情形 , TARI T 就 变 成 了 一 个 随机 过 程 , 因此 波动 剧烈 和 平稳 的 时 间 区 
域 就 是 随机 的 了 . 

可 以 把 统计 方法 应 用 到 真实 的 价格 数据 上 来 估计 a, 以 及 估计 e 的 多 重 分 形 
谱 , HH u 与 由 dima Eo 给 出 的 “X 的 多 重 分 形 谱 ” 可 能 有 关系 . 

分 形 性 是 金融 数学 建 模 的 一 个 关键 的 特性 . 这 里 只 简要 介绍 了 一 些 简单 的 模 
型 更 复杂 的 技巧 包括 随机 微分 方程 , 在 那里 , 过 程 的 分 形 性 质 是 由 模型 的 假设 直 
接 得 出 . 


18.6 ” 注 记 和 参考 文献 


关于 分 形 应 用 方面 的 文献 非常 多 . 在 Mandelbort(1982), Feder(1988), Hastings 
and Sugihara(1993), Crilly, Earnshaw and Jones(1993), Gouyet(1996) LA Meakin 
(1998) 中 给 出 各 种 广泛 的 分 形 应 用 . 在 Shlesinger, Mandelbrot and Rubin(1984), 
Pietronero and Tosatti(1986), Pietronero(1989), Aharony and Feder(1990), Fleis- 
chmann, Tildesley and Ball(1990), Takayasu(1990), Cherbit(1991) 以 及 Novak(1998, 
2000) 编辑 的 会 议 记录 中 也 有 描述 . 
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对 分 形 生长 和 DLA 可 以 参见 Stanley 和 Ostrowsky(1986, 1988), Feder(1988) 
以 及 Vicsek(1989). 

对 清流 思想 的 介绍 参见 Leslie (1973). Kolmogorov(1941) 的 均匀 模型 被 Mandel- 
brot(1974) 修改 成 分 形 均 匀 模 型 , 也 可 以 参见 Frish, Sulem and Nelkin (1978). XF} 
流 的 分 形 性 质 的 论文 集 包 含 Teman(1976) 以 及 Barenblatt, Iooss and Joseph(1983) 
的 工作 . Teman(1983, 1997) 中 讨论 了 与 Navier-Stokes 方程 解 有 关 的 集 的 维 数 的 问 
题 . 

关于 分 形 天 线 的 讨论 可 以 参见 Puente, Romeu, Rous and Cardama(1997), Jag- 
gard(1997) 以 及 Hohifeld 和 Cohen(1999). 

Peters(1994) 中 论述 了 分 形 在 金融 方面 的 应 用 , Mandelbrot 的 《 精 选 》 和 其 上 
面 的 参考 文献 也 有 人 讨论， 多 重 分 形 时 间 参 见 Mandelbrot(1997) 以 及 Goncalvés 和 
Riedi(1999). 

还 有 许多 著作 讨论 了 分 形 在 其 他 方面 的 应 用 . Scholz and Mandelbrot(1989), 
Xie(1993) 以 及 Turcotte(1997) 讨论 了 分 形 在 地 球 物 理学 上 的 应 用 ; Rodriguez-Iturbe 
和 Rinaldo(1997) 论述 了 分 形 河流 流域 .Avinir(1989) 研究 了 分 形 在 化 学 上 的 应 用 ， 
Heck 和 Perdang(1991) 研究 了 分 形 在 天 文学 方面 的 应 用 Dewey(1997) 研究 了 分 形 
在 分 子 生 物 物理 学 方面 的 应 用 , West(1990) 研究 了 分 形 在 生理 学 和 医学 方面 的 应 用 ， 
Lévy Véhel, Lutton and Tricot(1997), Dekking, Lévy Véhel, Lutton and Tricot(1999) 
研究 了 分 形 在 工程 学 方面 的 应 用 . Barabsi and Stanley(1995) 讨论 了 分 形 在 地 表 生 
长 方面 的 应 用 , Lovejoy and Schertzer(1995) 研究 了 降雨 量 的 多 重 分 形 方 面 . 


练 J 


18.1 假设 正方 形 格子 的 DLA 模型 是 在 大 量 非常 小 的 正方 形 上 进行 的 . 如 果 得 到 的 集 
是 一 个 维 数 为 s 的 近似 分 形 , 你 期 望 与 初始 正方 形 距离 小 于 7 的 涂 黑 正方 形 的 数量 服从 什 
ARE FREE? 假设 在 这 个 过 程 中 , 正方 形 倾向 于 加 在 这 个 集 的 距离 初始 正方 形 更 远 的 部 
分 , 那么 你 期 望 加 上 大 个 正方 形 后 增长 的 “半径 ”如 何 依赖 于 k? 

18.2 在 18.1 节 描 述 的 电解 实验 中 , 经 过 时 间 上 后 , m(t) 为 已 经 沉积 的 钢 的 质量 , r(t) 
为 沉积 的 铀 的 半径 ， 可 以 证 明 , 如 果 电 流 服从 Faraday 定律 , 则 沉积 的 速率 与 > 人 的 REHE. 
又 假设 生长 形成 了 一 个 维 数 为 s 的 近似 分 形 , 那么 m(t) ~ cr(t)°, HEH r(t) ~ ate”. 

18.3 WEAR: DLA 模型 中 的 u(z,t) 满足 偏 微分 方程 (18.1). 

18.4 证明: 式 (18.9) 中 的 势 满足 泊 松 方程 , 如 果 f 是 二 次 可 微 的 连续 函数 , 且 对 所 有 
充分 大 的 z 有 f(x) = 0. 


18.5 ”证明 ; 如 果 对 所 有 充分 大 的 z, f(z) = 0 上 且 | f(z)Pdz < oo, 那么 由 式 (18.9) 
给 出 的 o 的 奇异 集 是 空 集 
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18.6 WEHR: 式 (18.12) 导出 的 论证 , 可 以 适用 于 下 列 情 形 , 比如 说 D 是 Ra 中 的 一 个 
单位 球 , F 为 图 0.4 中 的 康 托 尔 尘 与 单位 线段 上 的 乘积 ，( 假 定 逸 出 发 生 在 集 ExL E, 这 
里 Ek 是 构造 康 托 尔 尘 时 的 第 k 步 , 充分 大 .) 

18.7 有 一 个 由 电线 做 成 的 von Koch 曲线 形状 的 分 形 天 线 , 如 果 它 的 基础 频率 是 w, 
那么 它 的 更 高 的 谐振 频率 是 什么 ? 

18.8 推广 式 (18.14), 证 明 对 于 te Fy, E(|X(t +h) — XY ~ [AI ( 见 练习 16.7). 
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@ 后 ic 


15 年 前 , 我 翻译 了 肯 尼 思 . 法 尔 科 内 的 《分 形 几 何 数学 基础 及 其 应 用 》， 
该 书 的 中 文 版 出 版 后 次 受 广 大 读者 的 欢迎 . 时 至 今日 , 依然 有 人 来 电话 要 求 我 帮助 
他 买 这 本 书 . 使 我 感到 喜悦 的 是 , BER . 法 尔 科 内 在 2003 年 推出 了 该 书 的 第 2 版 
结 台 分 形 几 何 的 发 展 , 对 第 1 版 的 内 容 做 了 较 大 的 修订 和 补充 . 受 人 民 邮 电 出 版 社 
图 灵 公 司 的 委托 , 我 又 翻译 了 《分 形 几 何 数学 基础 及 其 应 用 》 的 第 2 版 . 现在 ， 
在 出 版 社 编辑 出 色 的 工作 下 ,又 一 本 条 新 的 中 文 版 本 与 谈 着 见面 了 . 希望 这 个 新 版 
本 能 帮助 更 多 的 学 子 进 入 分 形 这 个 有 趣 的 领域 . 

我 的 导师 严 士 健 先生 在 百 忙 之 中 , 为 这 个 新 版 本 撰写 了 序言 , 为 本 书 增色 不 少 ， 
我 在 这 里 问 他 表示 衷心 的 感谢 ; 同时 感谢 在 本 书 的 翻译 出 版 过 程 中 提供 帮助 的 人 . 
我 的 研究 生 王 兵 和 李 小 杰 录入 了 译 稿 ; 图 灵 公 司 的 编辑 , 为 本 书 的 出 版 做 了 积极 的 
努力 . 

这 是 我 第 3 RRS - 法 尔 科 内 的 书 , 在 前 2 次 翻译 时 (1991 年 翻译 本 书 
的 第 1 版 , 1998 年 翻译 他 车 的 《分 形 几 何 中 的 技巧 》) 都 与 他 有 过 良好 的 合作 . 他 不 
仅 把 书 寄 送 给 我 , 还 及 时 回答 我 提出 的 各 类 问题 , 并 且 帮 忙 与 威 利 出 版 社 联系 , 使 得 
《分 形 几 何 中 的 技巧 》 一 书 的 中 文 版 得 以 出 版 , 在 此 回 他 表示 深切 的 谢意 . 

能 继续 把 《分 形 几 何 数学 基础 及 其 应 用 》( 第 2 版 ) 介绍 给 国内 读者 是 我 
的 荣幸 . 有 了 前 两 次 翻译 的 基础 , 我 自信 这 本 新 书 在 翻译 质量 上 要 比 前 两 本 书 高 , 但 
由 于 本 人 学 识 有 限 , 而 此 书 涉及 的 知识 面 很 广 , 译 稿 中 难免 会 有 这 样 那样 的 错误 , B 
请 读者 多 多 批评 指正 . 


曾 文 曲 
2006 年 11 月 于 羊城 
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